USC

GRADO EN Fisica

Apuntes de
ELECTROMAGNETISMO 1

Alberte Xosé Lopez Freire

albertexose.lopez@rai.usc.es

Bond
dipole

Bond
dipole Bond
dipole

Bond
dipole

Molecular
dipole

(a) No net dipole moment (b) Net dipole moment

8 de diciembre de 2020



Electromagnetismo I

ADVERTENCIA

Estos apuntes han sido elaborados a partir de diversas fuentes, en muchos casos la informaciéon ha
sido extraida de manera casi literal. No es una creaciéon propia, sino una recopilacién de informacion
relevante de la asignatura. Pueden aparecer cambios bruscos de notacién, aunque he intentado que haya
los minimos posibles.

Pueden haber errores, erratas o imprecisiones.

NOTACION

El primer simbolo es que el normalmente se empleara.

Potencial escalar o,V
Densidad de carga volumétrica P
Densidad de carga superficial Pss 05, 0
Densidad de carga lineal DL A
Densidad de carga volumétrica ligada Ppvs Pop
Densidad de carga superficial ligada | pps, psp; Ops
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Capitulo 1

Electrostatica en el vacio

1.1. La Ley de Coulomb

La Ley de Coulomb es una ley experimental que establece que entre dos cargas separadas aparece
una fuerza que es proporcional al producto de las cargas e inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia entre ellas. En su forma vectorial se puede expresar como

_ 1 q192
! 47T€() ‘I‘l — 1‘2‘3

(r1 —rg) (1.1)

donde F; es la fuerza que actia sobre la carga 1 a causa de la carga 2, r; es el vector posicién de la
primera carga y ro el vector posicion de la segunda carga.

1.2. Distribuciones de carga. Campo electrostatico.

Se sabe desde los trabajos de Coulomb en 1785 que las cargas eléctricas son magnitudes escalares
medibles, existiendo dos tipos de cargas que se han convenido en medir con niimeros positivos las unas y
con numeros negativos las otras. En el ambito de la microfisica la carga es una caracteristica de cualquier
particula que participa en la interaccién electromagnética. En general es conveniente destacar el cardcter
discreto de la carga eléctrica, que sera siempre un miiltiplo entero de la carga eléctrica del electron
e~ =-1,602-719C.

En los sistemas de cargas puntuales las cargas se suponen concentradas en los puntos donde estén
situadas. Por otro lado, las distribuciones continuas de carga son aglomerados de carga que, desde un
punto de vista macroscépico,pueden caracterizarse por densidades de carga.Se definen las densidades
mediante la relaciéon entre la carga contenida en un volumen, superficie o longitud elemental y dicho
volumen, superficie o longitud.

dq

= — 1.2

Pu do ( )
dq

s = 5 1.

ps =0 (1.3)
dq

= — 1.4

Pl dl (1.4)

De estas mismas ecuaciones podremos obtener la carga total en un determinado volumen, superficie
o linea. Notese que la densidad de carga puede variar con la localizacion del punto de fuente.



CAPITULO 1. ELECTROSTATICA EN EL VACIO Electromagnetismo I

Figura 1.1: Elemento diferencial de carga en una distribucién de carga continua.

Se define la intensidad de campo eléctrico E como el limite al que tiende la fuerza de una
distribucién de carga sobre una carga de prueba Agq, cuando Agq tiende a cero, con Aq positiva.

E= (1.5)

Ilim —
Ag—0 Aq

Este limite es fisicamente imposible de realizar, pero el significado de la idealizacién matematica es que
el campo E corresponde a la distribucién de cargas que ejerce la fuerza sobre la carga de prueba, sin que
dicha carga de prueba perturbe la distribucién que genera el campo E. Asi, la fuerza sobre una carga
estacionaria ¢ en un campo E vendra dada por:

F=¢E (1.6)

El campo electrostatico creado en un punto P por una distribucién continua de carga V' de densidad

E(P) = 47350 ////lfi(ﬁg(rr’) v’ (1.7)

que serd util igualmente en los casos de distribuciones superficiales o lineales con unos pocos cambios.

P, (r’) tiene como expresién

Con esta integral estaremos capacitados para obtener la intensidad del campo eléctrico en cualquier
punto P, con tal de saber resolver la integral de (1.7). En general se seguirdn los siguientes pasos:

1. Determinar que tipo de densidad de carga se presenta: volumétrica, superficial o lineal, constante
o dependiente de la posicion.

2. Seleccionar un sistema de coordenadas adecuado, teniendo presenta las caracteristicas de los vectores
unitarios en cada caso. Escribir las expresiones de los vectores r,r’.

3. Introducir todos los elementos en la ec. (1.7). Establecer los limites de integracién adecuados.

4. Resolver la integral.

En el caso de tratarse de un sistema de N cargas puntuales, el campo podria calcularse a través de
la siguiente ecuacién:

N
1 qk /
E = E - 1.
dmeg £~ v —r) |3 (r—r3) (18)

Los dos postulados basicos bésicos de la electrostatica en el espacio libre son los siguientes:

v-E=L (1.9)
€o
(10
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CAPITULO 1. ELECTROSTATICA EN EL VACIO Electromagnetismo I

De las cuales puede deducirse cualquier relaciéon de la electrostatica en el espacio libre, como la Ley de
Coulomb o la Ley de Gauss.

1.3. La Ley de Gauss

Partimos de la ec. (1.9):

e integramos a ambos lados

TR It

aplicamos el Teorema de la Divergencia (o Teorema de Gauss):

J[F-as= [[[ v-rav

donde S es una superficie cerrada y F un campo vectorial, obteniendo:

i s e ] 2o

Con lo que podemos enunciar la conocida como Ley de Gauss para el campo eléctrico:

finalmente

El flujo eléctrico a través de una superficie gaussiana es igual a la carga neta interior a dicha superficie.

Op= // E.ds= 2" (1.11)
S €0

De esta Ley podemos deducir la Ley de Coulomb sin més que considerar una carga puntual y una

superficie esférica centrada en ella. Aplicando la Ley de Gauss obtendremos la expresién (1.7) para una
dnica carga, y mediante la definicién de campo eléctrico la fuerza que sufriria una particula cargada a
una distancia R de esta.

1.4. Potencial escalar

Teorema 1.4.1. (Teorema de Helmholtz): Sea F = F(r) y que
V-F =b(r)

V x F =c(r)

son funciones conocidas para todos los puntos de un volumen finito V'. Entonces si definimos las

o= [l
=& ] 2

F(r)=-Vé+V x A (1.12)

siguientes funciones:

Entonces F podrd expresarse como

Alberte Xosé Lépez Freire 7
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CAPITULO 1. ELECTROSTATICA EN EL VACIO Electromagnetismo I

Vemos que, de hecho, el campo electrostético verifica las hipdtesis del Teorema de Helmholtz (vednse
las ec. (1.9) (1.10)) con lo que podemos definir las funciones

- 47rlso ///v b —pr’ldV/
=
(1.13)

donde ¢ se denomia potencial escalar y vendra dado por:

-l o

De tratarse de un sistema de N cargas puntuales qi,...,qn el potencial escalar en el punto P vendria

Entonces:

dado por

1.15
47750 Z \rfrk\ (1.15)

Otra manera de obtener la expresién de potencial escalar es tener en cuenta la siguiente propiedad del

\Y <11%) = f% (1.16)

Entonces, si tomamos la ec.(1.8) considerando R = r — r), tendremos que

E:*4m qu( ) V(zmoifz)

De donde podremos definir

gradiente:

N
1.17
47‘(60 Z \r—rk\ (1.17)

de tal manera que
E=-V¢ (1.18)

lo que concuerda con (1.10). Es interesante mencionar que existirdn casos en los que resultard mds facil
calcular el potencial primero y a partir de la ec. (1.18) obtener el campo.

Hay cierta ambigiiedad en la definicion del potencial escalar, puesto que en el caso de definir

1 & q
k
= C
dmeg Z lr — )| *
k=1

donde C es una constante arbitraria, la ecuacién (1.18) arrojarfa la misma expresién para E. Es decir,

el potencial escalar incluye una constante aditiva arbitraria y puede asignarsele a ésta
cualquier valor conveniente. En general, C' = 0, es decir, el potencial escalar se anula en el infinito.
Existe una manera muy 1til de expresar la relacién entre el campo electrostatico y el potencial escalar:

/Edl /w ds—/12d¢—A¢

Alberte Xosé Lépez Freire 8
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CAPITULO 1. ELECTROSTATICA EN EL VACIO Electromagnetismo I

donde se ha aplicado que du = V¢ - dl. Entonces se tiene que

2
/ E-dl=-A¢ (1.19)
1

Lo que quiere decir que la integral de linea del campo electrostastico depende tinicamente del valor del
potencial escalar en los puntos extremos: el valor de la integral es independiente de la trayetoria.

El potencial escalar (eléctrico) tiene importancia fisica y se relaciona con el trabajo realizado al mover
una carga de un punto a otro. Al mover una unidad de carga del punto P; al punto P, en un campo
eléctrico hay que realizar un trabajo en contra del campo:

2
W=gq [ E-dl=—qA¢p=—-A¢p (1.20)
1
donde se ha definido la energia potencial electrostatica de una carga ¢ como U = g¢. Nétese que
el hecho de que el trabajo no dependa de la trayectoria es perfectamente 16gico (en caso contrario se
violarfa el Principio de Conservacion de la energia). Por las propiedades del gradiente, las lineas de campo
eléctrico siempre seran perpendiculares a las lineas equipotenciales y a las superficies equipotenciales de

o.

1.5. Las ecuaciones de Poisson y Laplace

Si en la ecuacién (1.9) introducimos el potencial escalar

V(e =T V=t

Esta ecuacién recibe el nombre de ecuacion de Poisson:

V2= (1.21)
€0

Esta es una nueva ecuacién diferencial que relaciona la variaciéon de trabajo o potencial en cada punto
con la densidad de carga en este punto. En la mayoria de los puntos del espacio no existe carga, por lo
tanto el segundo miembro de la ecuacién de Poisson es nulo, es decir:

1

Esta es la ecuacién para las regiones libres de carga, conocida como ecuacién de Laplace. Este
formalismo sera utilizado en el futuro para llevar a cabo un desarrollo pormenorizado dentro de la
resolucién de problemas electrostaticos mediante métodos especiales.

1.6. El dipolo eléctrico

1.6.1. Campo y potencial creados por un dipolo

Un dipolo eléctrico es un sistema de cargas simples constituido por dos cargas de igual magnitud y
de signo opuesto separadas una distancia d, tal y como se aprecia en la figura 4.7. Denotaremos por R al

1La versién completa de esta seccién, incluyendo el desarrollo multipolar del potencial, puede consultarse en [8]

Alberte Xosé Lépez Freire 9
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CAPITULO 1. ELECTROSTATICA EN EL VACIO Electromagnetismo I

P (x,\,.l)

-2

W= - - = - -

Figura 1.2: Dipolo eléctrico

vector que va del origen al punto P, de médulo |R| = Ry por d al vector que va desde la carga negativa
a la positiva.

Partimos de la expresiéon del campo electrostatico creado por el dipolo, en coordenadas esféricas,
deducido en las clases expositivas:

p

= el (200891‘4—511199) (1.23)

donde p = ¢qd, |p| = p es el momento dipolar, magnitud vectorial de unidades C' - m. Antes de continuar
conviene destacar algunas caracteristicas de (1.23). En primer lugar, la expresién es vélida siempre que P
esté muy alejado del dipolo, es decir, siempre que d << R, pues ha sido una de las hipétesis usadas para
simplificar la expresién inicial. En segundo lugar, se puede apreciar que E no depende de la coordenada
¢, algo que era esperable dada la simetria del problema.

Una vez puntualizadas estas aclaraciones pasaremos a intentar eliminar la dependencia en 6 de la ecuaciéon
anterior. Para ello, en primer lugar observaremos que p = pz puesto que este tiene la misma direccién
que d. Si empleamos la relaciéon de coordenadas z = cos 0t — sin 06 llegamos a la expresion del momento
dipolar en coordenadas esféricas:

p=p (cos Ot — sin 99) (1.24)
Ahora tomamos la ec.(1.23) y sumamos ﬁ a ambos lados:
E + L. (2 cos OF + sin 06 + cos Ot — sin 99)
47T€()R3 47TE()R3

Sin mas que tener en cuenta que p - T = pcosf y simplificar llegamos a que:

3(p- 1)t —p
E=—~"—- 1.25
47T€0R3 ( )
En cuanto al potencial eléctrico, este ya ha sido calculado previamente en las clases expositivas:
. ‘R
p-r _ P (1.26)

T AregR? 4dmeoRP

En este caso para eliminar la dependencia en 6 era suficiente con aplicar la definiciéon de producto escalar.
Es importante destacar que, tal y como se aprecia en las ec. (1.25) y (1.26) el campo decrece con % y el
potencial con %. El hecho de que decrezcan més réapido con la distancia que un sistema con dos cargas

del mismo signo es perfectamente légico, puesto que para una distancia al dipolo lo suficientemente

Alberte Xosé Lépez Freire 10
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CAPITULO 1. ELECTROSTATICA EN EL VACIO Electromagnetismo I
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Figura 1.3: Comparamos como disminuye el médulo del campo eléctrico de una carga eléctrica y el de un dipolo
eléctrico (escala logaritmica). Claramente el del dipolo disminuye més rdpido. Fuente: Departamento de Fisica

grande, la carga del sistema es nula.

Otra manera de obtener una expresién del campo en forma vectorial (a saber, independiente del
sistema de coordenadas utilizado) es partir de la expresién del potencial (ec.(1.26)) tal y como hicimos
en clase, pero ahora aplicando ciertas relaciones del andlisis vectorial:

p-R
FE=_-VV=— 1.27
(47T€0R3 ) ( )
Si tenemos en cuenta la expresién del gradiente de un producto escalar:

R como vector posicion, resultando:

Vip-R)=(p-VIR+ R -V)p+px (VXR)+Rx(V xp)
donde (R-V)p =R x (V x p) = 0 pues p es constante. Pero ademds V x R = 0 dada la definicién de

Vip-R)=(p-V)R=p

sin més que aplicar las propiedades del operador nabla. Regresando a la expresién del campo eléctrico

(1.28)

p-R V(p-R) 1
E=-— = — — . -

v (47T60R3> dmegR3 (p-R)V AmeqR3
Aplicando las propiedades deducidas anteriormente:

-p p-R 3
E =
471'80R3
En conclusién

22 R
47['50 R5

3R(p-R) — R?
E(r) (p-R) p
Expresion idéntica a la obtenida en (1.25).

47T€0R5
Alberte Xosé Lépez Freire
Facultad de Fisica USC

(1.29)
11


http://laplace.us.es/wiki/index.php/Archivo:Campo-carga-dipolo.png
http://laplace.us.es/wiki/index.php/Archivo:Campo-carga-dipolo.png

CAPITULO 1. ELECTROSTATICA EN EL VACIO Electromagnetismo I

1.6.2. Accion de un campo electrostatico sobre un dipolo eléctrico

En esta seccion estudiaremos el comportamiento de un dipolo cuando se encuentra en una regién en
la que hay presente un campo electrostatico externo.

Campo electrostatico no uniforme

Para analizar como afecta un campo electrostédtico arbitrario (no uniforme) a un dipolo eléctrico
comenzaremos por el caso mas simple, es decir, un dipolo orientado en la misma direccién que el campo
(por ejemplo, en la direccién del eje OX). Las fuerzas sobre las cargas tendrdn por lo tanto la direccién
del eje OX y su resultante vendra dada por el principio de superposicién:

oF oF
F=qEi —FE_)mq—Ax = p—

ox ~~~ 4 ox
p=qAz

(1.30)

donde F,, E_ denota el valor de campo en la Luego el dipolo en esta disposicién estara sometido a una
fuerza que lo empujard hacia la regién de campo més intensa: si £y > E_ la fuerza apuntard en la
misma direccién que p, mientras que si £y < E_ la fuerza apuntard en sentido contrario,pero siempre
hacia la regién de mas intensidad del campo.

Figura 1.4: Situacién del dipolo eléctrico en el espacio

Consideremos ahora un caso més general, donde el dipolo no estd necesariamente orientado en la
misma direcciéon que la del campo. Si denotamos por R al vector posicion de la carga positiva y por
R_ al de la carga negativa, tendremos que la fuerza que actuard sobre la carga negativa vendrd dada
por

F_=—¢ER.) (1.31)

Para el caso de la carga positiva, aplicaremos que R4 = Ry + d y haremos el desarrollo de Taylor
de primer orden del campo:

F, =¢E(R_+d)~q(ER_)+(d-V)E) (1.32)
Aplicando el principio de superposicién obtenemos la fuerza neta

F=F,+F_ = —¢ER_)+¢(ER_)+(d-V)E)=(p-V)E (1.33)

Vamos a tratar de operar un poco més aplicando la férmula para el gradiente de un producto escalar
(véanse los apuntes de andlisis vectorial del Tema 1):

Alberte Xosé Lépez Freire 12
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CAPITULO 1. ELECTROSTATICA EN EL VACIO Electromagnetismo I

Figura 1.5: Dipolo eléctrico en un campo electrostdtico uniforme.

Vip-E)=Ex(Vxp)+p X (VXE)+(E-V)p+(p-V)E=(p-V)E (1.34)
M @ )

En el 1iltimo paso se ha tenido en cuenta que p no depende de la posiciéon por lo que V x p = 0,

(E-V)p =0y (1) y (3) se anulan. Por otro lado, por uno de los postulados de la electrostatica en el
espacio libre, se tiene que V x E = 0 (el campo electrostatico es irrotacional) con lo que (2) también se
anula. Entonces (p- V)E = V(p - E) y la ecuacién (1.33) queda como:

F=V(p-E) (1.35)

Ademas, tal y como hemos visto antes, el campo electrostético es irrotacional, algo que se verifica si y
solo si el campo es conservativo, es decir, si existe una funcién escalar U tal que

F=-VU (1.36)

donde U seré la energia potencial. Combinando las ecuaciones (1.35) y (1.36) obtenemos una expresién
para la energia potencial de un dipolo eléctrico con momento dipolar p:

U=-p-E (1.37)

Otra manera de obtener la energia potencial del dipolo eléctrico es a partir de la suma de las energias
potenciales de las cargas:

U=qVR;)—qgVR)=q(VIR-+d)—-V(R_))=¢qd-VV =—-p-E (1.38)

Que es la misma expresion que la de la ec.(1.37), tal y como era de esperar.

Campo electrostatico uniforme

Pasaremos ahora a estudiar como se comporta el dipolo eléctrico en un campo electrostatico uniforme.
En este caso la fuerza neta sobre el sistema es nula, puesto que la fuerza sobre las cargas es de igual
médulo y direccién pero de sentido opuesto. Notese que en el caso anterior esto no era asi porque E no
tomaba (necesariamente) el mismo valor en la posicién de cada una de las cargas. Aunque la fuerza neta
es cero, el par de fuerzas producen un momento de torsiéon 7 que vendra dado por

T=dxF=dx (¢E)=pxE (1.39)

Es decir, sobre el dipolo se ejercerd un par de fuerzas que tratardn de orientarlo en la direccién del campo
eléctrico, de tal que manera que el momento dipolar se alinee con el campo E.
Pasemos ahora a analizar la energia potencial del dipolo en esta situacién. El trabajo dW necesario para

Alberte Xosé Lépez Freire 13
Facultad de Fisica USC



CAPITULO 1. ELECTROSTATICA EN EL VACIO Electromagnetismo I

girar el dipolo un angulo df viene dado por
dW = 7df = pEsin 0d6 (1.40)

Teniendo en cuenta que se trata de un campo conservativo
Oy
W =AU = / pEsin0df = pE(cos; — cosby) (1.41)
0;

Si seleccionamos un angulo inicial de referencia €; = 90° tendremos que cosf; = 0. Ademdas podemos
seleccionar U; = 0 para 6; = 90° con lo que resulta

U= —pEcosfy=—-p-E (1.42)

Claramente la disposicién de menor energia se corresponde con 6 = 0°, es decir, con p || E, tal y como

deducimos anteriormente.

1.6.3. Interaccién dipolo-dipolo

Estudiemos ahora como afecta el campo creado por un dipolo a otro dipolo. Supongamos dos dipolos
de momento dipolar p; y p2 situados en ry y rs respectivamente. Denotaremos por E; al campo en ry
creado por el segundo dipolo, el cual obtenemos a partir de la ec.(1.25):

_ 1 3(p2-(ri—r)(ri—r2) — [t —raf po
dreg Iry —ra)°

E, (1.43)
Noétese que en este caso hemos empleado los vectores no normados, de ahi el diferente exponente del
modulo. Teniendo en cuenta la ecuacién (1.33) se podra escribir

Fi2 = (p1-V1)E; (1.44)

siendo V la derivada con respecto a las coordenadas de r;. La fuerza de un dipolo sobre otro obedecera
la tercera ley de Newton: F15 = —F3;. Si consideramos ahora el campo electrostatico creado por el
segundo dipolo y acercamos desde el infinito el primer dipolo obtendremos la energia potencial, como el
trabajo necesario para realizar dicha aproximacién:

1 3(p2-(r1—r2))(p1-(ri—r3)) —|ri — 1"2|2 (P1-P2)
dmeq Iry — o

Uig=—p1-E1 = - (1.45)

Apréciese ademas que Ujo = Us, puesto que lo unico que cambia practicamente en la ecuacién anterior
es el sentido del vector que une los dipolos, y los signos se anulan entre si.

1.7. El Teorema de Earnshaw

2

El teorema de Earnshaw afirma lo siguiente:

Un potencial escalar ¢(x,y,z) que satisfaga la ecuacion de Laplace (1.22) en una region del espacio
T no presenta ningun mdxrimo o minimo local en T ; todos sus puntos criticos son puntos de silla.

2Para estudiar la demostracién de este teorema y sus consecuencias es recomendable consultar [7]
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1.8. Resultados de ejercicios

Alberte Xosé Lépez Freire 15
Facultad de Fisica USC



CAPITULO 1. ELECTROSTATICA EN EL VACIO Electromagnetismo I

Alberte Xosé Lépez Freire 16
Facultad de Fisica USC



Capitulo 2

Electrostatica en medio materiales

2.1. Conductores en un campo electrostatico

Un conductor es una regién en la que las cargas son libres de moverse bajo la influencia de un

campo eléctrico. Veamos algunas de las propiedades maés interesantes de un conductor en equilibrio

electrostatico.

1. Anulaciéon del campo

La condicién de equilibrio electrostéatico requiere que las cargas se encuentren reposo en el material
conductor. Esto es, no se mueven, pese a que podrian hacerlo (pues un material conductor permite
el desplazamiento de carga por su interior).

Si las cargas se encuentran en equilibrio, la fuerza sobre cada una de ellas debe ser nula:
0=F=¢E(r,) (2.1)

Puesto que esto tiene que ser cierto para cada carga en cualquier punto del interior del material
conductor, ello implica que
E(r)=0 Vrer (2.2)

siendo 7 el volumen del conductor. Hay que insistir que esta propiedad se cumple para un conductor
en equilibrio. Si el conductor no estd en equilibrio, porque esta circulando una corriente por su
interior, entonces no es cierto que E = 0. No hay que pensar que, por el simple hecho de ser
conductor, ya el campo se anula en un material. La misma salvedad al resto de las propiedades que

siguen.

. Equipotencialidad

Supongamos dos puntos, A y B, en el material conductor. La diferencia de potencial entre estos
dos puntos es:

B

VAfVB:/ E-dr (2.3)

A
donde la integral se calcula a lo largo de una curva arbitraria que conecte A y B. Puesto que
podemos elegir la que queramos, podemos tomar una que recorra exclusivamente el interior del
material conductor, en el cual el campo eléctrico es nulo. En ese caso:

B B
VAfVB:/ E.dr:/ 0-dr=0=V,=Vg (2.4)
A A
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Por tanto, todo el volumen del conductor es equipotencial.
p(r)=Vy Vrer (2.5)

Esta propiedad se cumple siempre que exista ese camino que conecte los dos puntos. Por ejemplo,
si tenemos dos bloques metalicos unidos por un fino cable y el sistema estd en equilibrio, los dos
bloques estdn al mismo potencial, porque podemos hallar un camino, que pasa por el cable, para
cualesquiera dos puntos de los bloques. Si el cable de conexién no estd presente, los potenciales de
los dos conductores, aunque estén en equilibrio, no tienen por qué ser iguales. En cada uno sera
una constante, pero estas constantes pueden ser diferentes.

3. Densidad volumétrica nula

La ley de Gauss en forma diferencial nos permite calcular la densidad de carga, conocido el campo
eléctrico. Para cualquier punto del interior del material conductor se tendra que:

p(I‘) = €0V -E = &‘OV -0=0 (26)

La densidad volumétrica de carga es nula en todos los puntos del interior del material conductor
en equilibrio.

Este resultado se puede interpretar fisicamente de la siguiente forma: si hubiera una densidad de
carga neta, necesariamente habria campo en los alrededores (pues las cargas son manantiales y
sumideros de campo eléctrico), lo que romperia la situacién de equilibrio electrostatico.

Por supuesto, cuando decimos que la densidad de carga de volumen es nula, no estamos diciendo
que no haya carga alguna en el material. Un material conductor no es mas que un conjunto de
atomos, cada uno de los cuales se compone de numerosos protones y electrones, cada uno con su
carga eléctrica. Por tanto, en cada elemento de volumen dr existen miles de millones de cargas
individuales. Lo que se anula es la carga neta en cada elemento de volumen.

4. Densidad superficial no nula

Si el conductor se encuentra en equilibrio electrostatico, la densidad de carga de volumen es nula,
segun acabamos de ver. Por tanto todo exceso de carga debe encontrarse en la superficie:

ou(r) £ 0 (2.7)

En un conductor en equilibrio electrostatico, la inica densidad de carga es superficial.

En el caso de una densidad superficial no hay conflicto con la ley de Gauss, pues al ser el campo
discontinuo (y no derivable, por tanto) no se puede aplicar la forma diferencial de la ley.

Esta densidad de carga, no obstante, es desconocida a priori. dado que las cargas pueden moverse
por el conductor, cualquier alteracién del sistema (moviendo los demds conductores o variando su
carga) provoca una redistribucién de la carga y por tanto una modificiacién de la densidad de carga
superficial.

Si toda densidad de carga es superficial, la carga total de un conductor en equilibrio se calculara
como

Q= ]{ast (2.8)

Incluso cuando @ = 0 la densidad de carga superficial serd distinta de cero y desconocida de

antemano, ya que los atomos del material proporcionan electrones suficientes para que se acumule
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una densidad superficial (aunque la negativa de algin punto de la superficie debe verse compensada
con la positiva de otro, si la carga total es cero).

5. Lineas de campo prohibidas

Supongamos un conductor en equilibrio electrostatico, y con una densidad de carga superficial
que es positiva en algun punto de la superficie y negativa en otro. ;Puede haber alguna linea de
campo eléctrico que, partiendo de la superficie, donde o > 0, vaya a parar a la misma superficie
donde o < 07 Después de todo tendriamos una linea de campo que va de las cargas positivas a las
negativas, lo que parece razonable.

La respuesta es que no, no puede haber una linea de campo eléctrico que partiendo de un conductor,
vaya a parar a él mismo.

Una explicacién sencilla es que el campo electrostético siempre va de mayor a menor potencial y
si todo el conductor se encuentra al mismo potencial, esta linea incumpliria esta propiedad.

6. Ortogonalidad a la superficie. Campo en el exterior. Si E; # 0, habria una fuerza tangencial
sobre las cargas moéviles que produciria un movimiento de cargas paralelamente a la superficie, por
tanto en la superficie de un conductor, E debe ser normal a la superficie:

E=FEn (2.9)

Si empleamos la ley de Gauss en una superficie gaussiana cilindrica de seccién a cuyo lado curvo
es paralelo a n introducido parcialmente en el conductor:

//E-da:// E-da=FEa=""
tapa superior €o

E="n (2.10)
€0

con lo que

En consecuencia de todo esto, cuando se carga un conductor, las cargas se ordenan de forma que
el campo eléctrico resultante, debido a todas las cargas, se anule en el interior del conductor. Si un
conductor se coloca en un campo eléctrico, se producira un movimiento transitorio de cargas dentro del
conductor, dando lugar a un nuevo campo que, anadido al exterior, provoca un campo resultante nulo.

Es, por tanto, imposible tener una carga neta en una regién de un conductor sin que exista, en otra
parte, un conjunto de cargas tal que como resultado se anule el campo en el interior del conductor. Por
ejemplo, es imposible tener una densidad de carga en una superficie de un plano conductor aislado sin
que exista una densidad de carga idéntica en el otro lado para asi producir en el interior de la placa dos
campos de igual intensidad, pero de sentidos opuestos. Asimismo, si una placa de un condensador plano
paralelo se carga en su cara interna, una carga igual y opuesta deberd existir en la cara interna de la
placa opuesta, de forma que el campo E dentro de las placas se anule.

2.1.1. Conductores a carga constante y a potencial constante

Un conductor en equilibrio puede tener fijado su potencial o su carga total, pero no ambas magnitudes
a la vez. Analicemos ambos casos:

s Conductor aislado o a carga constante: Es aquél que no tiene ninguna conexién con fuente

alguna ni con tierra (en los esquemas, que no hay ningtn hilo que llegue a él). En un conductor
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Figura 2.1: Ejemplo de conductores a carga constante

aislado la carga total permanece constante (ya que no puede irse a ningun sitio), aunque su
distribucién es cambiante, dependiendo de las circunstancias externas. En este caso, podemos
afirmar que el potencial tiene el mismo valor en todos los puntos, aunque no sepamos cuanto
vale y que conocemos la carga total. Caso particular importante es el de un conductor aislado y
descargado, en el cual no solo sabemos que la carga es constante, sino que ademas Q = 0.

= Conductor a potencial constante: Es aquel que estd conectado a una fuente de tensién que
fija su potencial en un valor fijado. La fuente hace esto metiendo o sacando cargas del conductor
(del mismo modo que una bomba mete agua en un depdsito para mantener su nivel). Esto quiere
decir que no sabemos cuanta carga hay en el conductor, ya que ésta depende de las circunstancias
externas. Entre las fuentes de potencial estd la tierra o masa, que no es una verdadera fuente (en
el sentido de una pila o baterfa) sino una conexién a un conductor gigantesco situado al potencial
que tomamos como 0. Cuando un conductor estd conectado a tierra su voltaje es 0 y pueden llegar
o salir de él todas las cargas que sean necesarias para mantener este voltaje.

Veamos ahora unos ejemplos para aclarar estas situaciones:

1. A una esfera descargada 2 se acerca una esfera de carga positiva 1
= La esfera cargada atrae cargas negativas de la esfera descargada a zonas mads proximas,
redistribuyéndose las cargas. Por ser neutro se acumulan cargas positivas en el lado opuesto.

= La densidad de carga superficial ps no es nula, aunque Q2 = 0. Hay lineas de campo que van
de la esfera hacia el infinito.

= Kl potencial de la esfera es positivo y depende de Q.
Conclusion: La carga total en 2 es 0 pero el potencial es no nulo.
2. A una esfera a tierra 1 se acerca una esfera de carga positiva 1

= La carga positiva atrae cargas negativas a la zona proxima. Pero ahora estas cargas positivas
provienen de la fuente de tensién (la tierra en este caso particular).

= No puede haber lineas de campo de la esfera al infinito, pues en ambas regiones hay el mismo
potencial.

= En la esfera 2 s6lo entran lineas, Q2 < 0 y su valor depende de Q.

Conclusién: El potencial en la esfera 2 es nulo pero no asi su carga.
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Figura 2.3: Dos esferas unidas por un cable.

2.1.2. El problema de las puntas

Supongamos dos esferas conductoras conectadas por un hilo y separadas. Al tratarse de un conductor
en equilibrio, el potencial serd el mismo en ambas esferas'. Utilicemos esto para calcular la carga en cada
esfera:

Q1 ~ megR1 Vo

Q2 = dmegRoVj

Si R; > Ry tendremos que @)1 > @o: la carga es mayor en la grande. Ahora, si calculamos la densidad

superficial de carga de cada una:
_ @ eV eV
PO R T R, | R,

Vo eV

j— 2 —
o 47 R% R2 R2

pPs2

Entonces ps1 < pso: la densidad es mayor en la pequena. Aplicando la ecuacién para el campo en las
proximidades exteriores de un conductor en equilibrio vemos que:

By =22 <= L2 (2.11)

€0 €o

El campo es mds intenso cerca de la esfera pequena (las superficies equipotenciales se hayan més

préximas).

2.1.3. Cavidades en conductores

Consideremos la situacién siguiente: un conductor en equilibrio electrostatico que contiene una
cavidad en su interior. La superficie del conductor tiene, entonces, dos partes: una superficie exterior S,
y una superficie interior S;. Ademdés imaginaremos una superficie arbitraria S contenida en el volumen

del conductor, de tal manera que E = 0 en todo S. De esto se deduce, aplicando la Ley de Gauss que la

1Despreciamos el efecto del campo de una esfera sobre la otra.
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Figura 2.4: Conductor interior en la cavidad

carga neta encerrada en S debe ser nula QQ;,; = 0. Por lo tanto:

Cuando un conductor tiene una cavidad en su interior, la carga sobre dicho conductor se distribuye sobre
la superficie exterior, siempre que en el hueco no exista carga. El campo en el interior del conductor y
en el hueco es nulo, por tanto su potencial es constante.

Supéngase que existe ahora una carga dentro de la cavidad Qcq,. Para que Q;,; = 0 en S deberd existir
alguna carga igual y opuesta en el interior de S. Al encontrarse el conductor en equilibrio electrostatico
sabemos que necesariamente el exceso de cargas se encuentran en la superficie; por lo que esa carga Q'
debe encontrarse sobre la superficie interior con lo que:

Qint =0= Q/ + Qcav = Q/ = _Qcav (212>

Si antes de que se insertara @Q.q. €l conductor era neutro, deberd permanecer neutro, con lo que aparecera
en la superficie exterior una carga Q. = —@Q’ = Q.qy. De esta manera, una carga dentro de la cavidad
puede hacer sentir se presencia en el exterior por medio de la carga inducida Q..

Si tenemos un conductor interior en la cavidad, la situacién es la siguiente: Si el conductor ¢’ no posee
carga, no existe campo E dentro de la cavidad, por lo que ¢’ posee el mismo potencial que el conductor
envolvente c , pudiendo colocar cargan “sobre” o “fuera” de c sin que origine ningtn campo electrostatico
en ¢ . El conductor ¢’ estd blindado o apantallado (caja de Faraday), lo que es de gran utilidad, puesto
que si conectamos el conductor ¢ a tierra, el conductor ¢’ no se ve afectado por las variaciones externas
del campo.

2.2. Dieléctricos en campo electrostatico

Los dieléctricos se distinguen de los conductores porque no tienen cargas libres que se pueden mover
a través del material, al ser sometidos a un campo eléctrico. En los dieléctricos, todos los electrones
estan ligados, por lo que el inico movimiento posible es un ligero desplazamiento de las cargas positivas
y negativas en direcciones opuestas. Este desplazamiento es, en general, pequeno comparado con las
distancias atémicas.
Un dieléctrico en el que se ha producido este desplazamiento de las cargas se dice estd polarizado, y que
sus moléculas tienen un momento dipolar inducido. Estos dipolos crean su propio campo eléctrico,
que se suma al debido a las cargas externas. El campo de los dipolos y el campo exterior aplicado pueden
tener magnitudes comparables.

Al aplicar un campo electrostatico externo los dipolos individuales de un dieléctrico polar tienden a

alinear su momento dipolar con el campo electrostatica externo, produciéndose lo que se conoce como
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polarizacién del dieléctrico.
Con el fin de estudiar los dieléctricos, formularemos la siguiente hipétesis:

En lo que concierne a sus propiedades eléctricas, la materia neutra es equivalente a una configuracion
de dipolos eléctricos.

Para ello definimos el vector polarizaciéon P (o directamente polarizacién) , para analizar el efecto
macroscopico de los dipolos inducidos, como el momento dipolar por unidad de volumen:

nAv Plc dp
_ 1 k=1 _ ap 2
b= lm =N v /] (2.13)

siendo n el nimero de moléculas por unidad de volumen. Cuando no hay campo electrostatico externo,
los dipolos individuales de un dieléctrico polar estan orientados de forma aleatoria y no producen un
momento dipolar neto a nivel macroscépico. Por esta definicion se tendrd que el momento dipolar de un

p= ///V P(r)dV (2.14)

Otro concepto importante es el de densidad superficial de carga de polarizacion equivalente

volumen V' de material sera:

o densidad superficial de carga ligada , definida como:

pps =P -1 [C/m?] (2.15)

Para una superficie s que limita un volumen v la carga neta que sale fuera de v como resultado de la
polarizacién es:

Q:jéP-ds (2.16)

Dado que si el dieléctrico estaba descargado debe seguir descargado,la carga neta que permanece dentro
de v debe ser —Q :

/vppvdv =—Q=- iP ds = /ﬂ(—v -P)dv (2.17)

donde se ha aplicado el Teorema de la Divergencia. Dado que esta ecuacién debe de ser cierta para todo
v, los integrandos deben de ser iguales en todo punto:

ppo = -V P [C/m?] (2.18)

Que se define como densidad volumétrica de carga de polarizacién equivalente o densidad
volumétrica de carga ligada . Otra manera de ver como surgen estas definiciones es calculando el
potencial que producird un cuerpo polarizado en un punto de campo r. Sabemos que el momento dipolar
del elemento infinitesimal de volumen dV’ es dp’ = P(r')dV’ y su contribucién al potencial en r viene
dado por:

B dp’-R B P(r)-R
o 47T60R2 o 47T€0R2

do av’ (2.19)

donde R = r — r’. Para encontrar el potencial total, integramos:

(r) :////Mdv’: 477150 ///P(r’)-v' <11%> av’ (2.20)
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a b

Figura 2.5: Dos dieléctricos con polarizaciéon uniforme y no uniforme, respectivamente.

donde V representa la actuacién del operador nabla con respecto a las coordenadas del puente fuente,
cumpliéndose —V'(1/R) = —%. Aplicando una de las identidades del operador nabla podemos expresar:

P -V (;) =V (z) - L;) (2.21)

Sustituyendo en la integral y aplicando el Teorema de la Divergencia:

1 V' -P 1 P
— v’ — | -dA 2.22
47T€0 // v/ R v + 47T€0 //I <R> ( )

Si comparamos esta expresion con la del potencial creado por cargas libres, se observa que el potencial

¢(r) =

anterior serfa exactamente el potencial creado por densidades de carga pp, = =V’ - Py p,s = P - 1.
Las primas del nabla suelen omitirse, entendiéndose que se diferencia con respecto a las coordenadas del
punto fuente.

Vamos a hacer una breve interrupcién para comentar el significado fisico de estas nuevas magnitudes.
Consideremos en primer lugar la imagen 2.5 a, donde se muestra un dieléctrico uniformemente polarizado.
Los dipolos que contribuyen a la polarizacién P estan alineados de forma que en el interior se compensa
la carga positiva de un dipolo con la negativa del siguiente, de tal manera que solo quedan sin compensar
las negativas de la superficie limite izquierda y las positivas correspondientes a la superficie de la derecha.
Si aplicamos la definicién de densidad superficial de carga de polarizacién equivalente vemos que para la
superficie de la izquierda p,; = —P y para la superficie de la derecha p,, = P.

Cuando tenemos un material cuya polarizacién no es uniforme podemos explicar el proceso con el modelo
indicado en la figura 2.5 b En el modelo se supone que la polarizaciéon crece de izquierda a derecha, y
se representa graficamente dibujando més dipolos en un plano que en el precedente. En la zona central
se ha dibujado la secciéon de una caja que incluye la parte final de un conjunto de dipolos y la inicial
del siguiente. Como la polarizacién no es uniforme el flujo de la polarizacién que entra en la cara de la
izquierda es menor que el flujo saliendo por la cara derecha; por tanto la divergencia es positiva y como
consecuencia la densidad de carga de polarizacién p,, es distinta de cero, en este ejemplo negativa. En la
figura se pone de manifiesto porque hay mas cargas negativas que positivas en el volumen considerado.
Vemos por tanto que la existencia de p,, es consecuencia de la falta de uniformidad en la polarizacién.
Cuando P es uniforme —V - P = 0.

Es necesario por tanto modificar la expresion de la divergencia postulada para el campo electrostatico:

1

V-E=—
€0

1
(Pv+va)=%(pU—V-P):>50V-E+V-P:pv:>V-(60E+P):pv (2.23)
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En conclusién, entonces:

V- (e0E+P) =p, (2.24)

Vamos a definir el vector desplazamiento eléctrico como:

ID=cE+P [C/m?]| (2.25)

Con lo que la divergencia del vector solo depende de la densidad de carga libre (las lineas del campo D
nacen y mueren en las densidades de carga libre). Integremos ambos lados de esta ecuacidn:

/V ‘D.dv= /pvdv (2.26)

Y sin més que aplicar el Teorema de la Divergencia:

f;D ds=Q (2.27)

Por lo tanto, las ecuaciones bésicas de los campos electrostaticos son:

229
229

Noétese que V x D = V x P. Atendiendo al enunciado del teorema de Helmholtz, apartado 1.21, las
fuentes de un campo son su divergencia y rotacional, por tanto laotra fuente de D es V x P, que sera
nula en medios homogéneos, P constante, pero no en los heterogéneos.

2.2.1. Polarizacién del dieléctrico

Al aplicar un campo electrostéatico E sobre un dieléctrico polar los dipolos individuales de este tienden
a alinearse con el campo (polarizacién del dieléctrico). Cuando no hay campo externo E, los dipolos
individuales de un dieléctrico polar estdn orientados de forma aleatoria y no producen un momento
dipolar neto a nivel macroscopico.
Consideremos que introducimos una carga puntual, y ésta es la que crea el campo E. Los dtomos después
de ser polarizados crean su propio campo, llamado campo inducido E;. Esto hace que el campo

L e,

4me 73

resultante sea de la forma
(2.30)

que es diferente del campo de una carga puntual en el espacio vacio. Se demostrard que la permitividad
€ del medio puede considerarse como una medida de la polarizabilidad del dieléctrico.

Hasta ahora no hemos demostrado la neutralidad de carga. Para ello no hace falta mas que desarrollar
los componentes que intervienen.

Qp = / ppdv’ —|—/ opds' =— [ V- -Pdv +/ P - nds’ (2.31)
’ Sl V/ ’
Aplicando el Teorema de la Divergencia
V- Pdv' = / P - nds’ (2.32)
V/ ’

Entonces:

Qp:—/P~nds’+/P~nd8/:0 (2.33)
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Para un cuerpo dieléctrico de forma arbitraria las densidades de carga de polarizacién pueden usarse
para determinar el potencial debido a la polarizacion del dieléctrico:
1 ppsds’ 1 Ppudv’

V:
dreg Jo v —rr!|  dmeg S v — 1

(2.34)

2.2.2. Susceptibilidad eléctrica

Cuando las propiedades dieléctricas del medio son lineales e isotrépicas, la polarizacién es directamente
proporcional a E y la constante de proporcionalidad es independiente del campo:

P =¢px.E (2.35)

Xe €s una magnitud adimensional denominada susceptibilidad eléctrica. Si consideramos un medio
isétropo x. no depende de la direccién del campo electrostatico, si es un medio homogéneo x. es
independiente de las coordenadas espaciales.

D=¢E+P=¢E+coxeE=¢0(14xe)E =¢pc,E=¢E (2.36)

Donde e, =14+ x. = % se denomina permitividad relativa o constante dieléctrica del medio.

El coeficiente € = gpe, es la permitividad absoluta (o permitividad) del medio y se mide en F/m.
La ecuacién
D=cE (2.37)

se denomina ecuacién constitutiva del medio. Podemos simplificar la ecuacién (2.35):

P:aoerzso(er—l)E:(e—eo)E:Ez_eoD (2.38)

En el caso de materiales anisétropos (como los cristales), la constante dieléctrica es diferente para distintas
direcciones del campo eléctrico y los vectores D y E tienen direcciones distintas.

2.2.3. Clasificacion de los dieléctricos

Los dieléctricos pueden clasificarse atendiendo al comportamiento de la polarizacién en funcién del
campo eléctrico.
P=P(E) (2.39)

Vamos a considerar el desarrollo de McLaurin de la i-ésima coordenada del momento dipolar, considerando
que P; es una funcién lo suficientemente derivable.

OE; E,0E),

oF; OF;
P; = P;(0,0,0) + > Ei+> > SE AR EiEy + ... (2.40)
J (0,0,0) ik

(0,0,0)

Al no considerar medios con polarizacién permanente (como los ferroeléctricos o los electretes) podemos
establecer que
P;(0,0,0) =0 i=ux,y,2 (2.41)

Para campos débiles podemos despreciar los términos de segundo orden o superiores. Suponemos en ese
caso un dieléctrico lineal (es decir, ¥ y € no dependen del campo electrostético). De no ser asi, se
tratarfa de un dieléctrico no lineal (por ejemplo, los ferroeléctricos).
Entonces, en un medio lineal:

oF;

—~ OF;
J (0,0,0)

P, =

E, (2.42)
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Y procedemos ahora a definir el tensor de susceptibilidad eléctrica de orden 2 x;; de tal manera

que:
op;

an (0,0,0)

= €0Xij (243)
el cual tendra la siguiente forma matricial:

Xaa () Xay(r)  Xaz(r)
Xe(r) = [ xya(r) Xuyy(r) xye(r) |, Xij #0 en general (2.44)
Xea(r)  Xay(r)  Xzz(r)

Vamos a clasificar los diferentes dieléctricos lineales a partir de las caracteristicas de la matriz anterior.

En el caso de que los valores de x y € no dependan del punto considerado el material es homogéneo, en
caso contrario serd no homogéneo, el tensor de susceptibilidad eléctrica es dependiente de la posicion

en el material. Se tiene entonces que:

Pi = E&p Z XZJEJ = P = EoiE (245)
J

Si ademds de no homogéneo el medio es anisétropo (los valores de x y € dependen de la direccién
y sentido del vector E en el punto) entonces el vector intensidad del campo electrostitico y el vector
polarizacién no son paralelos:

Py =0 (XizEs + XiyEy + XizE:) = P, #aFE; = P,E no paralelos (2.46)
Lo mismo ocurre para el vector desplazamiento eléctrico:
D =cE+P =cE+¢ex.E=¢¢(I3+X.) E=¢coe,E=EE (2.47)

Y siguiendo el mismo razonamiento que antes el desplazamiento eléctrico y el campo electrostatico no
serian paralelos.

Supongamos que las propiedades dieléctricas del dieléctrico son independientes de la direccién de E, es
decir, consideremos un dieléctrico isétropo. En este caso:

Xe(r) 0 0
Xe = 0 Xe(T) 0 = xe(r)I5 (2.48)
0 0 Xe(1)

Y por lo tanto, D si serd paralelo a E. Anadiendo la caracteristica de que sea homogéneo tendremos que
Xe, €r, € son constantes. Entonces: D = —eV¢ = —V - (eV¢) = py:

eV2p + VoVe = —p, (2.49)

Que para un medio 1.h.i Ve = 0 obteniendo la ecuacién de Laplace.

2.2.4. Condiciones en los limites

Al estudiar distintas situaciones del campo eléctrico nos encontramos que siempre hay un espacio
ocupado por un tipo de material y otro por el vacio u otro tipo de material. Los campos en distintos
medios pueden ser diferentes, dependiendo de las condiciones del sistema. Interesa por tanto conocer la
relacién que existe entre el campo en los distintos medios, y para ello debemos saber lo que ocurre en la
superficie que los limita. En realidad, no existen transiciones abruptas de un material a otro, pero en los

casos en que ésta es muy rapida consideramos que la transicion se verifica en la superficie de separacion
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Figura 2.6: Limite entre dos dieléctricos

de los dos medios.

Potencial escalar

El potencial eléctrico entre dos puntos, cualquiera que sea el camino, por definicién cumple que,
2
ngvlzf/ E-dl (2.50)
1

Si elegimos un camino perpendicular a la superficie limite de longitud Ah y suponemos que los dos puntos
estan a la misma distancia de la superficie limite,

(2.51)

Ah Ah
2

Vo—Vi=— <E12+E2
cuando Ah — 0, al ser el campo eléctrico finito:
Vo—-V1=0 (2.52)

Es decir, el potencial electrostatico es continuo en la superficie de separacién.

Componentes normales del vector desplazamiento

Obtenemos la relacion entre las componentes normales del vector D en la superficie de separacién de
los medios (1) y (2) disenando una caja cilindrica elemental situada en la superficie de separacién de dos
medios dieléctricos, y aplicando el teorema de Gauss para D.

AlriLrEO g D - hadA = Al};rgo , pydv = /SdeA (2.53)
El flujo del vector desplazamiento eléctrico se descompone en las tres caras del cilindro:la primera es el
flujo a través del circulo de superficie ds; = dsn; dicho flujo es —D; - nds. La segunda es el flujo a través
del circulo de superficie ds; = dsns, dicho flujo es D5 - nds. La tercera es el flujo a través de la superficie
lateral del cilindro, éste, dado que D es finito en la superficie de separacion, se anula cuando la altura
del cilindro tiende a cero; es decir, cuando los dos circulos se aproximan a la superficie de separacién.
Podemos escribir entonces:

D5 - nds — D - nds = pgds (2.54)

Consecuentemente:
Dn2 - Dnl = Ps (255)
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Esta ecuacién muestra que las componentes normales del vector desplazamiento son discontinuas sobre

la superficie de separacién entre dos medios cuando existe una densidad superficial de carga sobre ella.

Componentes tangenciales del campo electrostatico

Para deducir el comportamiento de las componentes tangenciales del vector campo eléctrico E en la
superficie de separacién de dos medios utilizamos la condicién de que E es un campo conservativo, es
decir, que

7{ E-dl=0 (2.56)
C

Aplicando esta condicién sobre el contorno ABCD indicado en la figura cuando los tramos AD y BC
tienden a cero, se deduce la ecuacién para las componentes tangenciales del campo E.

Sobre el tramo AB = Al la integral de linea es Es5 - Al. En el tramo CD = Al, dado que el recorrido es
en sentido contrario al anterior, la integral de lineas es —E; - Al. lo largo de los tramos AD y BC, si E
es finito en la superficie de separacién, como AD y BC tienden a cero al aproximar los lados AB y DC a
la superficie de separacion, la integral de linea sobre dichos tramos serd nula. En definitiva la aplicaciéon
de la integral de linea a lo largo del camino cerrado ABCD queda de la forma,

(E; —Eq) - Al =0 (2.57)

Es decir:
Eiw—FEq1 =0 (2.58)

Ecuacién que expresa la continuidad de las componentes tangenciales del campo eléctrico en la superficie
de separacion entre dos medios, que es independiente de que exista carga libre sobre dicha superficie.
Esta ecuacion es equivalente a la que sigue:

nio X (E2 — El) =0 (259)

Ejemplo: Dieléctrico no lineal entre placas conductoras.

Una placa de dieléctrico no lineal de espesor d y superficie S, tiene polarizacion permanente uniforme

P = Pz. Disponemos la placa entre dos ldminas conductoras de igual superficie S unidas entre st por un
conductor como indica la figura. Despreciando efectos de borde, en funcién de P obtener:

1. El campo electrostdtico y el campo desplazamiento eléctrico en todo punto.

2. Las densidades de carga libre y ligada del sistema.

Figura 2.7: Placas conductoras conectadas con un dieléctrico no lineal entre ellas

Alberte Xosé Lépez Freire 29
Facultad de Fisica USC



CAPITULO 2. ELECTROSTATICA EN MEDIO MATERIALES Electromagnetismo I

Nuestro primer objetivo va a ser obtener una expresion para D. Como suposicién inicial consideremos
que:
D, =Dz i=1,2

dado que P = Pz aplicando (2.28) y teniendo en cuenta que en la regién entre placas no hay cargas
libres:

dD; .
V-Di:pU:0:>d =0=D;,=cte i=1,2
z

Solo necesitamos ver la relacién que existe entre ambas constantes. Para ello empleamos la condicién de
frontera en el limite entre el dieléctrico y el vacio:

DDy =, =0~ [Bi= D]

Entonces ya podemos obtener una primera expresién para el campo electrostdtico (cuidado: al tratarse
de un dieléctrico no lineal D y E no son proporcionales):

D-P
D=D;=¢E; +P=E; = .
0
D
D=D;=¢E=E;, = —
€0

Para poder poner el campo electrostatico en funcién de P aplicamos que las dos placas deben de estar
al mismo potencial (forman parte del mismo conductor al estar unidas por el cable) y entonces:

D-P D
d+—=d =0
€0

B
Agb:/ E dr =
A

€0

Donde se ha aplicado que E y dr son paralelos si seguimos una linea perpendicular a las planos y se han
sustituido las expresiones antes determinadas del campo electrostatico. Sin mas que operar un poco:

d d pd pd
_D e e = — D =
(60 + 50) &N = d+d

y sustituyendo en las expresiones del campo:

pd

E =2
LT T A d) e
pd

E,= 2%
2T o dra)”

Las densidades de carga se calculan como sigue. En el dieléctrico tendremos densidades de carga
ligada, debidas a la polarizacién:
ppv=—V-P=0

cosa que no debe sorprendernos puesto que sabemos que la densidad volumétrica de carga ligada viene
asociada a polarizaciones no uniformes, y este no es el caso.

P-aA)=-P-z=-P
Pps = 3

Las densidades de carga libre se calculan facilmente si se tiene en cuenta que por la condicién de frontera
en el limite entre la placa y el exterior D; — D¢, = D; = p; (al no haber campo fuera de las placas).

Entonces: J
A D
ps(A)=D-2= d+d
(B)=-D.5— "L (2.60)
Ps = = Tirad .
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2.2.5. Irrotacionalidad del desplazamiento eléctrico

Consideremos un cilindro dieléctrico con polarizacién uniforme en la direccién z: P = PX, esto es, un

electreto. Por ser el vector polarizacién constante sabemos que:

ppv=—V-P=0

All

Vacuum
Dielectric

P#0

Figura 2.8: Trayectoria I' que atraviesa la superficie lateral del dieléctrico.

Si ahora consideramos la integral de linea a lo largo de una curva I' como la que se muestra en la
figura 2.8 (son validas otras curvas, como una circunferencia, pero creo que el razonamiento asi es més
sencillo) entonces claramente:

JPodizo - (2.61)

Th. de Stokes

Y como VxP =V xD:

252

Ahora, si se tratase de un dieléctrico 1.h.i tendriamos que P = egxoE de lo que se sigue que V x P =
V x E = 0 por uno de los postulados fundamentales de la electrostética, entonces V x D = 0, para
dieléctricos 1L.h.i. Esto parece entrar en contradiccién con lo anterior pues el electreto verifica dicha
hipétesis | pero hemos demostrado precisamente lo contrario!.

Pues bien, lo que ocurre es que si existe una cierta dependencia entre P e y, pues la definicién de
nuestro vector de polarizacion sélo es valida en una cierta regién del espacio, donde se haya el cilindro.
Es decir, si salimos del cilindro automéaticamente P = 0, cosa que verdaderamente hemos ignorado
en el parrafo anterior. Para definir P realmente seria conveniente emplear la funcién escalén H de tal
manera que P = PHX, donde H = 1 si el punto se encuentra dentro del dieléctrico, y H = 0,fuera.
Es necesario entonces especificar que el dieléctrico llene todo el espacio para poder afirmar que
VxP=VxE=0.

2.2.6. Capacitancia y condensadores

Un conductor en un campo eléctrico estatico es un volumen equipotencial donde las cargas depositadas
se distribuyen sobre su superficie de manera que desaparezca el campo en su interior. Supongamos que
el potencial debido a una carga Q (sobre el conductor) es V. Si se aumenta la carga total en un factor k,
se incrementa la densidad superficial de carga p, en el mismo factor en todos los puntos. De la ecuacion:

1 / psdS (2.63)

~ 4reg g |r—1']

se deduce que el potencial de un conductor aislado es directamente proporcional a su carga total . Por
consiguiente, la razén Q/V no cambia:
Q

C=y=Q=CV (2.64)
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La constante de proporcionalidad C se denomina capacitancia del cuerpo conductor aislado.
Sus unidades en el sistema internacional son C'/V o F. El condensador(o capacitor) consiste en dos
conductores separados por el espacio libre o por un medio dieléctrico. La capacitancia de un condensador
depende de la geometria del mismo y de la permitividad del medio.
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Capitulo 3
Energia y fuerzas electrostaticas

La energia potencial debida a la interaccién de cargas estaticas, recibe el nombre de energia electrostatica.
Esta energia es el trabajo necesario para situar las cargas en sus posiciones respectivas (moviéndolas
lentamente desde el infinito). Dicho trabajo se hace mediante fuerzas que en cada punto son del mismo
moédulo y direcciéon pero sentido contrario al que tiene el campo electrostatico. Dicho de otra manera es la
cantidad de trabajo reversible que deberia realizarse por un agente externo para producir
la configuraciéon dada, en contra de las fuerzas electrostaticas conservativas entre las cargas.

3.1. Sistemas de cargas puntuales

La energia electrostatica de un sistema de cargas puntuales considera las posiciones relativas de las
cargas, sin tener en cuenta la energia de creacién de las propias cargas.
Si tenemos una carga q en el seno de un campo eléctrico, el trabajo del campo para trasladar la carga
desde un punto a otro es:

2

2
W= q E~d1=—q/ Vé-dl= —q(ds — 1) (3.1)
1 1

El trabajo que realizan las fuerzas externas contra el campo, sin que varie la energia cinética de la carga,
es de signo contrario al obtenido anteriormente, ya que la fuerza es de signo opuesto en cada punto del
recorrido. Este trabajo es la variaciéon de energia electrostatica del sistema debido al traslado de la carga
desde un punto a otro.

We =q(¢2 — ¢1) (3.2)

consideramos el punto 1 situado en el infinito y el origen de potenciales en dicho punto, ¢; = 0, la energia
electrostatica de una carga en un punto de potencial ¢o serd:

We = Q¢2 (33)
En conclusién:

La energia potencial electrostdtica de un sistema de cargas es el trabajo necesario para situar las cargas
en sus respectivos puntos. Es decir, es el trabajo necesario para trasladar las cargas situadas en puntos
muy alejados unos de otros (distancias infinitas) a sus respectivos puntos.

De estas ecuaciones deducimos que la energia potencial de un sistema de cargas puntuales viene dado

33
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Z
P
e
~ @
V e "\I S
S §
0
Y
X

Figura 3.1: Distribucién de carga continua.

por:
(NN -
445
3.4
QZ; 47T€0 rj — 1y (34)
donde el 1/2 aparece como consecuencia de repetir los términos, pues |r; — r;| = |r; — r;|. Nétese que no

hay ningtin motivo para que (3.4) sea positiva. Otra manera de escribir esto es:

A S GG 3.5
¢ 471-6022 - (3.5)

En la expresion (3.4) el término,
1 gi
%= T (3.6)
=1 Y

es el potencial en el punto donde se encuentra la j—ésima carga debido al resto de cargas. Podemos
reescribir (3.4) como:

1 N
3 > 6445 (3.7)
j=1

3.2. Distribuciones continuas de cargas

Podemos generalizar la ecuacién (3.4) para una distribucién continua de carga, i consideramos dg =
pvdv y tomamos el limite de la suma (cambiamos la suma por una integral):

1
= / Gpudv (3.8)

La regién de integracion de la integral anterior puede extenderse a todo el espacio pues en las regiones
en las que p, = 0 no contribuirdn en nada a la energia. Nétese ademds que la expresién anterior es
valida tanto para una densidad de carga superficial como para una densidad de carga lineal, sin més que
cambiar p, por ps 0 p;, respectivamente.

3.3. Energia electrostatica en funcién del campo

Con frecuencia interesa calcular la energia desde el punto de vista del campo electrostatico creado
por las cargas, es decir, se trata de poder calcular la energia en funcién de los vectores del campo
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electrostdtico. Tomando la expresién (3.8) y teniendo en cuenta que V- D = p,:

o= [ onin= [[[ e Do 59

Ahora empleamos la identidad vectorial: V- (DV)=VV-D+D - V¢:

We:%///UV~(D¢)dv—%///y(D~V¢)dv (3.10)

Y ahora aplicamos el teorema de la Divergencia en la primera integral [[[ V- (¢D)dv = [[4(¢D) - ds,

We:%//9¢D-ds+%//UD~Edv (3.11)

Puesto que V es cualquier volumen arbitrario que contenga a las cargas, podemos escoger una esfera con

y que E = —V¢ en la segunda:

un radio muy grande, de manera que podremos hacer la siguiente aproximacion:

1
W, = - /// D - Edv (3.12)
2 Todo el espacio

El motivo de esta aproximacién es que el potencial disminuye con la inversa de la distancia 1/R; el vector
desplazamiento eléctrico con 1/R2, el producto de ambos decrece con 1/R?; por otra parte la superficie
de integracién aumenta en proporcién a R?. La consecuencia es que la integral disminuye en proporcién
a 1/Ry cuando R — oo dicha integral tiende a cero. Para un medio 1.h.i. escribimos:

1
W, == /// eE?dv = /// wedv (3.13)
2 Todo el espacio Todo el espacio

donde se ha definido la densidad de energia electrostatica como:

1
We = QeEz (3.14)

Nétese que a la densidad de carga electrostatica se le puede sumar cualquier funcién f tal que [[[, espacio J AV =
0 sin que esto afecte a la energia electrostética.

3.4. Energia de una carga puntual

El campo creado por una carga puntual es

Q r

ey 2

(3.15)

Si calculamos su densidad de energia electrostatica por (3.14):

1 Q?
= o B?= <
We =5%0 32m2ggrd

Calculamos la energfa electrostatica empleando (3.13):

e’} 27 T Q2 ) ) Q2 o0 T
W, = ————7r°sin” 0dOdpdr = dfdr = 3.16
/0 /0 /0 327T2€0T4r s odr 87750/0 /0 " (3.16)

Q’ /OO 1dr =00 (3.17)
0

8meg r
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dado que las particulas no pueden tener energia infinita tendremos que suponer que son esferas con un
radio finito.Para dicha particula la energia depende de la distribucién de carga y como méaximo deben
de ser igual a la energia en reposo de la particula. Aplicando la ec. (3.13), la energia necesaria para
cargar una esfera de densidad de carga superficial constante, de radio r. a carga () = e y prescindiendo
del factor 1/2 ya que el resultado de la integral depende de la distribucién concreta de carga, la que
desconocemos-

Q2

© T dwegre

(3.18)

2

Pero ademads su energia debe de ser igual a W, = m.c® considerando que estd en reposo. Si igualamos

ambas expresiones y despejamos 7. obtenemos:

L @

. = —— =282.10715 3.19
fe 4meg Mec? mn ( )

que se conoce como el radio clasico del electrén y es un limite inferior para la validez del electromagnetismo
clésico.

3.5. Energia electrostatica almacenada en un condensador

Si consideramos un condensador formado por dos placas planas paralelas de area S y separadas una
distancia d con una diferencia de potencial V', el médulo del campo electrostatico vendra dado por

E= i (3.20)

Para calcular la energia electrostdtica empleamos la ec. (3.13):

1 1 V\?
we:f/// 6E2dv:///5<> dv =
2 Todo el espacio 2 v d
1 (VY 1 (VY S
e () [fa=5(5) &a=3

1
SOV

3

—~

V) =

DN | =
Q

Entonces la energia almacenada por un condensador viene dada por:

W, = %CVQ (3.21)

3.6. Energia almacenada en la polarizacién

Cuando se anade un dieléctrico a un condensador en el espacio libre, aumentara su capacidad. El
aumento de dicha capacidad C viene dado por:

32

El mecanismo responsable del aumento de la capacidad es la polarizacién. Puede demostrarse esto como
sigue:

CV‘V % %

(3.23)
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Figura 3.2: Gréfica de las principales magnitudes en el analisis de la capacidad del condensador.

Donde se ha tenido en cuenta que D;,; = ps pues suponemos que el campo exterior esnuloy D = P+¢egF.
Si empleamos que V = Ed, algo valido en este contexto:

_ A P4

C=—0*Ea

(3.24)
Lo que demuestra que la capacidad C consta de dos términos: la asociada a un condensador en
el espacio libre y otra asociada a la polarizacion. Entonces para un dieléctrico L.h.i. P = ggxoE =
eoler —1)E y:

_ EoA
T4

e —1) 2 g (e — 1) Cy = enC (3.25)

¢ d

Como queriamos demostrar. Es importante destacar que un condensador lleno de dieléctrico puede
considerarse como dos condensadores en paralelo, uno, un condensador en el espacio libre de
capacidad Cjy, y el otro, un condensador cuya capacidad es (g, — 1) Cy. Vamos a profundizar en esto
analizando dos casos diferentes.

3.6.1. Q constante

Consideremos primero el caso cuando la bateria deposita una cantidad de carga Q¢ en Cy y luego
esta se desconecta del condensador. Cuando se introduce un dieléctrico, las cargas libres de las placas
del condensador polarizan el dieléctrico lo que conduce a una disminucién del campo eléctrico entre las
placas y, a su vez, a una disminucién de la diferencia de potencial V' = Ed. Entonces:

Qo Qo Qo Qo Qo
~— ~—~ ~—
V v5d d P (D/E)d eEmeoBy E()Eod/é‘ D=D, V()
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:@

Donde se ha tenido en cuenta la condiciéon de contorno D = Dy = ¢FE = ggFEy y que Cy = v

3.6.2. V constante

Otro caso es aquel en el que la bateria permanece conectada al condensador, cuando se introduce
el dieléctrico. La diferencia de potencial a través del condensador, en lugar de disminuir, cuando se
introduce el dieléctrico, debe ahora permanecer constante. Por tanto debe anadirse al condensador una
cantidad adicional de carga, tal que la nueva capacidad sea otra vez C' = ¢,.Cyy . Este aumento de carga
es el siguiente:

Q-1 -cE - =a (3.27)
C=67-C(]

El aumento de capacidad puede demostrarse como sigue:

Q pSA ceFEA ETEOEA EoEoA QO
— — e = ET = 8,,,7 = ETCO (328)
Voo o, >~ T Vo Vo lp=g, Vo
ps=D=¢cE

C

Destacar que los campos eléctricos en el aire y en el dieléctrico que llena el condensador son iguales
cuando la bateria V[, permanece conectada; es decir, £y = E = % . En este caso V' permanece constante
y Q aumenta al introducir el dieléctrico.

3.6.3. Consideraciones sobre la energia

La energia almacenada en el condensador es

1 1
W = 5CV2 = isrcow =, W (3.29)

La energia almacenada en un condensador lleno de dieléctrico, aumenta por el factor ¢,
respecto al condensador en el espacio libre, donde hemos supuesto que la diferencia de potencial
permanece constante cuando se ha colocado el dieléctrico. La energia adicional suministrada por la bateria
al cargar el condensador lleno de dieléctrico es por tanto la energia necesaria para polarizar el dieléctrico.
Entonces, la energia de polarizacién viene dada por

Wpol =W -Wy = (57- - 1) Wo (330)
Al quitar el dieléctrico, €, — 1 y la energfa de polarizacién tiende a cero (es devuelta al sistema).

En caso de considerar que es la carga Q lo que se mantiene constante:

Qo Q W
o Vv 57"0() Er ( )
Y entonces:
1 1QVo Wy
W=-QV =7 = 3.32
2Q0 2 &, Er ( )
Con lo que la energia de polarizacién viene dada por:
Wpol = _WO (‘Sr - 1) /57‘ (333)
Q2
Wo = —+ 3.34
0= 20, (3.34)

La introduccion del dieléctrico disminuye la energia total del sistema, a causa de que la energia
para polarizar el dieléctrico puede proceder solamente del sistema, cuando todas las fuentes externas se
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suponen desconectadas. A causa de que el medio dieléctrico estd bajo una fuerza atractiva hacia el
condensador, quitando el dieléctrico del condensador restableceremos la energia W, al sistema.

’ Magnitud H Diferencia de potencial constante 1 \ Carga constante @) ‘
Carga Q=250 Qo
Diferencia de potencial Vo V= ZLO
Campo electrostatico Egy=E=1% E=Y= %
Energia almacenada W =¢e,Wy W = %
Energia de polarizacion Wyot = (e, — 1)Wp Wpot = _M
Capacidad C=¢.Cy C=¢.Cy

3.7. Energia de polarizacion desde el punto de vista del campo

Recordando la ecuacién de la energia electrostatica en funcién del campo:

1 1
We:,/// D.Edvz,/// (coE+P)-Edv =
2 Todo el espacio 2 Todo el espacio
1 ) 1
- eoFB*dv + - P - Edv
2 Todo el espacio 2 Todo el espacio

Energia almacenada en el campo eléctrico Energia de polarizacién

Sustituyendo P = (g, — 1) g9 y considerando v el volumen entre las placas de un condensador:

1 1
W= 5sOE% +5 (e, — 1) eoE?v (3.35)
Como antes, si suponemos que la baterfa permanece conectada (V constante) cuando el medio cambia
desde el espacio libre al dieléctrico, el campo eléctrico permanecerd constante durante y después del
cambio; es decir, Fyg = E = % . La expresion anterior puede escribirse como:

1 /v 1 V\°
W = 260 (d) v+§ (er —1)eo <d> v (3.36)
—_———
Wo

Entonces podemos identificar el primer término con la energia antes de introducir el dieléctrico, pues:

1 2 1 2 1 A
L (V) v = L (V) Sd =~ e V2 =W,
—

2 d ~— 2 d 2 ' d
v=_Sd
Co
Woot = (£, — 1) Wy (3.37)

Para el caso de Q = cte la energia de polarizacién se obtiene de manera similar. Primero calculamos la
energia almacenada antes de introducir el dieléctrico aplicando (3.35)

Wo = 1/250E3v (3.38)

Para obtener W aplicaremos la condicién de frontera el = egFyg = F = f—:’ y sustituimos en (3.35):

1 E? 1 E? Wo e —1 1 e —1 Wo
W= —gy—2 “(ep— D=2y = — + Wy— =Wyl —= T =
20 5$U+2(€ ) o EEU g2 o g2 0(5$+ g2 ) Er
Entonces:
er—1
Wyt = —Wo 5 (3.39)
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3.8. Fuerza entre las placas de un condensador

Las placas de un condensador cargado se atraen mutuamente, ya que una placa lleva una carga
negativa, mientras que la otra la tiene positiva. Considerando un condensador en el espacio libre como
se indica en la figura, debe de existir una fuerza mecdnica F;, que equilibre la fuerza atractiva F, esto
es, la fuerza que debemos ejercer para contrarrestar la fuerza electrostatica. Si se permite que las placas
se muevan una pequena distancia dx, el trabajo mecanico producido por las fuerzas eléctricas es:

3.0)

De nuevo, vamos a analizar el problema en funciéon de que magnitud se mantiene constante.

3.8.1. Q constante

Si se quita la bateria después de cargar el condensador, la carga Q en las placas permanece constante
cuando se permite su movimiento. Considerando un sistema aislado, se observa que si se efecttia cualquier
trabajo mecanico por el sistema, la energia electrostatica W, debe disminuir. Es decir, los cambios de
energia deben equilibrarse:

dWp, +dW. =0 (3.41)
Si sustituimos en la ec.(3.40):
- (3.42)
Oz |,

Noétese que el signo menos en la ecuacién significa que la fuerza tiene el sentido tal que la energia

almacenada disminuye. Si recordamos W = %%2 = %E%Zx (pues V. =Q/Cy C = g9 A/x) obtenemos:

1Q*  1Q?
1 Q2
F=—55 (3.44)

Presentamos aqui algunas conclusiones relevantes de esta seccion:
» La energfa almacenada disminuye cuando x disminuye.

= En un sistema aislado, con las cargas fijas, no hay fuentes externas de energia. La disminucién
de energia cuando las placas se mueven una distancia x se explica por el aumento de la energia
mecénica F,dx.

= En caso de haber un dieléctrico Lh.i. la fuerza serd F/e, y serd menor que la de un condensador
en el espacio libre.

3.8.2. V constante

El sistema tiene ahora una fuente externa de energia W. Si las placas del condensador plano se
permiten mover bajo la influencia de fuerzas eléctricas, el trabajo mecanico que se efectuard, por el
sistema y las baterias, viene de nuevo por la expresién (3.40). La conservacion de la energia para el caso
de V constante puede expresarse como:

AWy, + dW, = dW,, (3.45)
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Si las placas se acercan una distancia infinitesimal dx, la capacidad aumenta en una cantidad:

1 1 dzx
= oA — =) =gpA= 4
dC S0 (’JJ —dx :E) €0 22 (3 6)

La carga adicional que se deposita es: d@Q) = VdC, entonces:
1
aw = §VdQ (3.47)

Y la energia suministrada por la bateria viene dada por:

V250A
12

dW, = VdQ = V?2dC = dz (3.48)

Entonces:
AWy = 2dW (3.49)

La mitad de la energia suministrada por la bateria aparece como un aumento de la energia eléctrica del
condensador; la otra mitad se da a la energia mecédnica para cambiar la capacidad de AC (o en mover
las placas mds cerca una de otra, o por la introduccién de un dieléctrico con €, > 1 ). Podemos escribir

entonces: oW
F, = - (3.50)
oz |y,
Y expresar W como:
1 1 EoA
W=-Ccv?2=2200y2 3.51
2 2 x ( )
Sin més que derivar:
1 EoA 2
F=——"-V 3.52
2 m2 ( )

El signo menos indica, de nuevo, que la fuerza sobre las placas hace que disminuya la distancia x entre las
mismas. La fuerza sobre las placas aumentaria en el factor €, si se colocase entre las placas un dieléctrico
de permitividad e.
{Cuales son las diferencias con el caso anterior?

EoA

» La energia W = %TVQ aumenta en el condensador cuando las placas se acercan.Al acercarse la

2
energia aumenta AW = %ACV2 = %V;OAAJU

= Ademds, la bateria proporciona al campo mecdnico una cantidad igual de energia FAzx.
= En ambos casos, Q constante y V constante, la fuerza es tal que aumenta la capacidad del sistema.

Recomendaria consultar la seccién 4.4.4 (pg. 204) de [1].

3.9. Comportamiento de los dieléctricos

El campo eléctrico de dispersion en los bordes de un condensador plano, es un campo no uniforme,
que se hace maés intenso al acercarse al condensador. Un objeto dieléctrico colocado en el campo de
dispersién presenta cargas inducidas, ver figura. Ya que la carga inducida negativa (positiva) estd mas
cerca de la carga positiva (negativa) de la placa del condensador que la carga inducida positiva (negativa),
existe una fuerza neta sobre el objeto dieléctrico que arrastra al objeto hacia el interior del condensador.
Este fenémeno atractivo existe prescindiendo de si el condensador se mantiene a un potencial fijo V (la
baterfa permanece conectada), o a una carga constante Q (la baterfa carga el condensador y luego se
desconecta).
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Placas del

condensador
et
/ 7 C OO0
Objeto
dieléctrica A \
gl OIO) OIO

(a) (b)

Campo disperso del condensador

Figura 3.3: Dieléctrico cerca de un condensador plano

Supongamos que V = cte. En ese caso, W = 1/2CV?, con lo que:

oW

F, = _1 2@

| = 3.53
or |, 2 Oz ( )
y actiia en el sentido de aumentar la capacidad (un objeto dieléctrico introducido en un condensador
aumenta su capacidad). Podemos observar simplemente que el signo positivo en la fuerza significa que
ésta actia en el sentido de aumentar la energia almacenada, y un dieléctrico que entra en un condensador
aumenta esta energia.
Por otro lado, Por otro lado para Q fija usamos W = Q?/2C:
ow 2 0C
F,=——| = Q" 90 (3.54)
ox 0 2C? Ox
De nuevo, se muestra que la fuerza tiene el sentido de aumentar la capacidad. El signo negativo en F,
implica que la fuerza tiene el sentido en el que disminuye la energia almacenada, lo cual ocurre asi pues
el aumento de C disminuye W, a Q constante. Por ejemplo, para un condensador plano:

A
CZEO*
x

Entonces:
Qo Q* W

T 202 9x 20 T

Es negativa porque las placas, al tener cargas opuestas se atraen entre si.

3.10. Presién electrostatica
Si recordamos la relacién W, = w.v = weAx para un condensador plano, se tendra que:
F,=—w,A (3.55)

considerando que éste se encuentra a carga constante. Al ser esta fuerza proporcional al drea , resulta
conveniente introducir una fuerza por unidad de area f. denominada presién electrostatica:

Fe
7= &

A = w.h (3.56)

B

Si bien es cierto que este resultado se ha obtenido para un caso particular, podemos proceder a demostrar
su validez general. Sea una porcién interior de un conductor, como E = 0 la densidad de energia serd
también 0. Imaginemos ahora que una pequena porcién de superficie conductora de drea Aa recibe un
pequeno desplazamiento Az perpendicular a la superficie. El volumen de la regién en la que la densidad
de energia era cero ha sido aumentado de tal manera que

AW, = —w.AaAx (3.57)
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Este cambio se corresponde a una fuerza AF, dada por:

AW,

Ak = Az

= w.Aa (3.58)

con lo que, de nuevo, podemos definir la presion electrostatica como:

_AF,

fe= [, = we (3.59)

de direccién normal y hacia el exterior del conductor. Dicha magnitud se puede expresar en funcién del
campo electrostatico como:

1 2 pFE
fo=we =5e0E" = ;éo = p2 (3.60)

Donde E y ps deben evaluarse en el punto particular de la superficie que se esté considerando. La fuerza

total sobre toda la superficie del conductor se podréan obtener como:

1
F'g’tal:// fdS = 2—// p2dS (3.61)
s €oJJs
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Capitulo 4
Métodos especiales en electrostatica

El principal objetivo de la electrostatica es determinar el campo eléctrico de ua distribucién de carga
dada. En principio esto consistird en resolver la siguiente integral:

E(P) = 47360 ////m&—r’) v’ (4.1)

Tal y como se vio en el Capitulo 1. Desafortunadamente las integrales de este tipo pueden ser dificiles

de resolver, incluso para distribuciones relativamente sencillas. En estos caso, ademads de usar la Ley de
Gauss, es posible calcular el potencial:

oo =

y de ahi obtener el campo. Pero atn es posible que esta integral sea dificil de resolver analiticamente.
Es en estos casos cuando recurriremos a la ecuacién de Poisson (1.21)o ecuacién de Laplace (1.22),
deducidas en el Capitulo 1. El problema consistira ahora en resolver una ecuacién diferencial de segundo
orden en derivadas parciales.

4.1. Unicidad de la solucion de Laplace

Se demostrard que si se ha encontrado una soluciéon a la ecuaciéon de Laplace que satisface las
condiciones de frontera dadas, esta solucién es tnica.
Suponemos que se estd tratando con una regién rodeada por una superficie para la que el valor numérico
del potencial se encuentra dado o conocido en todos sus puntos. Esto implica que no se conocen los
detalles de la distribucién de cargas fuente fuera de esta regién, pero si se conocen el potencial que ellas
producen sobre la superficie.

Teorema 4.1.1. (Primer teorema de unicidad) La solucidn de la ecuacion de Laplace

(43)

en un volumen v estd unicamente determinada si el potencial escalar ¢ estd determinado en toda la

superficie frontera S que rodea a v.

Demostracion. Sean ¢1 = ¢1(r),d2 = ¢o(r) dos soluciones de la ecuacién de Laplace y definamos
¢ = ¢1 — ¢ con lo que V2¢ = V2¢; — V2py = 0 por ser ¢1, ¢o soluciones de la ecuacién, esto tltimo
implica que ¢ también es solucién.
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En la frontera S se tendrda que ¢; = ¢2 entonces ¢ = 0 en S. Si empleamos la identidad vectorial
V(uA) = A - (Vu) + u(VA):

V(¢Ve) =V -Vo+ ¢V = (Ve)? (4.4)
~——
=0 pues V2¢=0

Por el Teorema de la Divergencia:

///V(v¢)2dv = ///V V(¢V)dv = //S(¢V¢)ds =0 (4.5)

al tener en cuenta que ¢ = 0 en la frontera. Al ser la primera integral una suma de cuadrados, la integral
sera nula si el integrando lo es, entonces:

96\*  (98\* (99’
Vo) = — — — ] =0 4.6
(Vo) (8z) + <8y + 0z (4.6)
que también es una suma de cuadrados, entonces ¢(x,y, z) = cte. Pero ¢ = 0 en la superficie, entonces
¢ = 0 en general, con lo que ¢; = ¢ en todo el espacio considerado. QED

Corolario 4.1.1.1. El potencial en un volumen v estd unicamente determinado si lo estdn la densidad
de carga en la region y el valor del potencial en todas las fronteras.

Este teorema es una poderosa herramienta, pues no importa como se haya calculado el potencial, si
satisface la ecuacion de Laplace y tiene el valor correcto en las fronteras, es el potencial que buscamos.

4.2. Meétodo de las imagenes

La Ley de Coulomb fue la base para obtener la expresion del potencial (1.4), es decir, para el potencial
de un sistema de cargas. Dicha expresion debe satisfacer la ecuacion de Laplace, es decir, la suma de los
potenciales individuales de un conjunto de cargas es automéaticamente una solucién de la ecuacién
de Laplace. Este hecho es la base del método de las imagenes.

Nuestro objetivo serd encontrar un conjunto de cargas ficticias (cargas imagen) las que, junto con
cualesquiera cargas reales haran satisfacer las condiciones de frontera y asi obtener la funcién tunica
del potencial. Es decir, se intenta escribir el potencial como:

qr qi
= E — T E 4.7
0 dreg R, + dregR; (4.7)
Real Imagen

y encontrar la mejor combinacién posible. Las cargas imagen simularan de alguna manera el comportamiento
de las otras cargas fuente o del material presente. Las cargas imagen se situaran fuera de la regién para
la que se esta tratando de calcular ¢. En resumen:

1. Analizar el problema: Establecer las condiciones de frontera. Intentar intuir qué cargas imagen

parecen necesarias.

2. Plantear el potencial: Escribir una expresion del potencial para el sistema con las cargas que
satisfaga las condiciones de contorno y la ecuacién de Laplace. Si hay pardmetros por determinar,
fijarlos mediante la imposicién de las condiciones de contorno.

3. Verificar / Célculos adicionales: Si hemos obtenido un potencial tal que verifica las mismas
condiciones de contorno que el problema original, este es el potencial que buscamos. Podemos a
partir de éste, obtener el campo electrostatico u otras magnitudes que necesitemos.

Es interesante tener en cuenta que podemos referirnos al problema con las cargas iméagenes siempre

que queramos, para calcular magnitudes que serian més dificiles de calcular en la situacién original.
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Por ejemplo, el flujo en una cierta regién es el mismo en ambos problemas (por ser el mismo campo
electrostético), con lo que la carga en el interior de la superficie gaussiana serd igual para las dos
situaciones. Ahora, en el panorama original acostumbraremos a tratar con regiones con densidades de
carga no uniformes, tales como planos, esferas... jpero en el problema con cargas iméagenes solo hay
cargas puntuales!, con lo que podremos obtener de manera mucho maés sencilla la carga en la region
antes mencionada. Esto se aplica también a la fuerza electrostética, por ejemplo.

4.2.1. Ejemplos de aplicacién del método de las imagenes

Ejemplo: Carga puntual y plano conductor semi-infinito conectado a tierra I

v

e —— ;I

“R

Figura 4.1: Carga puntual y plano conductor semi-infinito conectado a tierra

Desde un punto de vista matematico nuestro problema consiste en resolver la ecuaciéon de Poisson

para = > 0 con una carga puntual en (d,0,0) sometida a las siguientes condiciones de frontera:

= ¢(0,y,2) = 0 pues el plano estd conectado a tierra.

» ¢ — 0 muy lejos de la carga, esto es, para z2 + y? + 22 >> d2.

El Coralario del primer Teorema de Unicidad nos garantiza que existe una tnica funcién que cumple las
mencionadas caracteristicas.

El truco del método de las imagenes consiste en estudiar una situacién completamente diferente (pero

U

mucho més sencilla): dos cargas ¢,q' en x = d,z = —d’ respectivamente. Entonces la expresién del

potencial viene dada por:

1 q n q

Ameo | (v —d)2 +y2 +22)' (@ +a) +y2+22)

o(z,y, 2) (4.8)

1/2

Por la primera condicién de frontera:

!

q q

=0
(d2+y2+z2)1/2 (d? + 2 + 22)

1/2
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De lo que se deduce que: ¢ = ¢’ y d = d’. Tenemos entonces un potencial de la forma:

q 1 1

= 47eg (x —d)2 +y2 + 22)1/2 o (z+d)?+9°+ ) (4.9)

o(z,y,2)

1/2
iPero este es un potencial que verifica las condiciones de frontera del problema original! Entonces por el
Teorema de Unicidad (o por su Corolario) el potencial del problema original para z > 0 es precisamente

el de la ecuacién (4.9).

Los valores de la intensidad del campo electrostatico vienen dados por:

E. = _9% _ 4 (z—d) _ (z+d)

‘ Oz Ameo | ((w—d)?+y?+22)%%  ((w+d)+y?+22)7/2
E, =9 _— a 1 _ 1

Y Oy — Ameo | ((w—d)?+y?+22)%7  ((o4d)?+y?+22)72
E,=-9_ a 1 _ 1

2T 0 T e (@ P+ (@ d) )

Nétese que E,(0,y,2) = E,(0,y,2) =0, es decir, que en el plano el campo solo tiene componente normal
al plano. Entonces:
—qd —qd

E,=E-n=13-E=FE,0,y,2) = =
e (d2 + y2 + 22)%/?  2meRR]

Empleando la expresion para el campo creado en la superficie de un conductor:

—qd
27 (d? + y2? + 22)

p
Esuperﬁcial = i = ps(ya Z) = 3/2

Esta carga superficial fue inducida por la carga puntual q. La carga total inducida sobre el plano YZ:

—qd [ [ dy - dz —qd /°° dz
dging = ; ~ds = Qina = —— == = — 4.10
Gina = ps(y,2) - ds = Qina = —_ /oo/oo(d2+y2+z2)3/2 ) - q (4.10)
Y la fuerza que sufre la carga g:
2
N —q .
F=¢9qF,(d0,0) = —— 4.11
qF.(d,0,0)Z 1671_50(1255 ( )

notese que ésta es la fuerza que causaria sobre ella la carga imagen. Las superficies equipotenciales

vendrian dadas por:
1 1 4
e %O(b = constante (4.12)
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Figura 4.2: Lineas de campo de carga puntual y plano conductor semi-infinito conectado a tierra

N\ Vel T 7

0.00V

N\/-‘«-\/a

d/'\*-w-/\*s
2 1T NSl /4 VN

Figura 4.3: Problema equivalente al de la carga puntual y el plano conectado a tierra empleando una carga

imagen.

Es interesante mencionar el caso de que en vez de una carga puntual tengamos un dipolo. En este

caso podemos aplicar lo ya visto a ambas cargas por separado, es decir:

= Si el momento dipolar apunta perpendicularmente al plano, el dipolo imagen apuntara en el mismo

sentido que el dipolo real.

= Si el momento dipolar apunta paralelamente al plano, el dipolo imagen apuntard en sentido opuesto

al dipolo real.

= El resto de casos se hardn como superposicion de estos dos.

(1) (2) (3)
p=-p p p
e £ 2| %

p p

o
R R R

Figura 4.4: Método de las iméagenes para un dipolo y un plano semi-infinito.
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Figura 4.6: Lineas de campo de carga puntual y esfera conductora conectado a tierra

Ejemplo: Carga puntual y esfera conductora en diversas situaciones.

Figura 4.5: Carga puntual y esfera conductora conectada a tierra

Consideremos el siguiente problema: determinar el campo electrostatico creado por una esfera conductora
conectada a tierra y una carga puntual ¢ situada a una distancia D del centro de ésta. Nuestra carga
imagen serd una carga ¢’ a una distancia b del centro de la esfera.

El potencial creado por estas dos cargas es:

1 /
- (2+9)
47‘(60 T1 T9

Y las condiciones de contorno son ¢(A) = ¢(B) = 0. Es decir:

1 q q B R+b__q’
b(A) [D " b}_o: _

:47r60 +R R+ D+ R q
1 q q R—-b q
B) = = - _
B = e [D—R—FR—ZJ 0=p-r~ 4
Entonces:
R+b R-D R?

—_ — 2 —
D—|—R7D—R:>2bD 2R“ =0 D

Sustituyendo b en cualquiera de las relaciones anteriores obtenemos ¢’

PR
4 =-ag

Con esto, si sustituimos en el potencial y aplicamos el teorema del coseno a r1,79:

q 1 R/D

4meg \/r2+D2—2rD0059_ p2 4 RL_ 2rR2
D D

P(r,0,¢0) =

cos

Pongamos ahora un problema un poco mas complicado. Consideremos ahora que la esfera no esta
a tierra, sino a un potencial V. Consideremos primero cuantos problemas hay en nuestro problema.
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Figura 4.7: Problema equivalente al de la carga puntual y la esfera conectada a tierra empleando una carga

imagen.

Podemos apreciar que hay dos: la esfera a tierra (el que acabamos de resolver) con la carga puntual y la

esfera a potencial Vj sin la carga. La solucién a este problema es conocida:

[V <R | L% (r<R)
¢1(r)—{VOR >R)_{4Q’pR r> R)

T

—
=

4meqr (

donde ¢ = 4reqRV,.

- Roe——Ty——» = Rosi
La La
esfera g esfera a
a tierra Vo sin
con carga
carga %V[)

¢[) q)l
Figura 4.8

Entonces el problema general se resuelve de la siguiente manera:situando una carga imagen ¢’ =
—QR/D en r), = R?/D como antes (consiguiendo que el potencial en 7 = R sea 0) y colocando una
carga ¢ = 4wegRVy en el centro de la esfera de tal manera que entonces el potencial en 7 = R sea Vj.
Como se verifican las condiciones de frontera mencionadas obtenemos el potencial a partir del problema

1 / 1
4+ 9 12 >R
dreg \|r —ro|  |r—1rpy| r

y para r < R el potencial debe ser Vy = ﬁ-

con cargas puntuales:

i Rte—F——»

-

Figura 4.9

Es interesante mencionar que la fuerza sobre la carga q coincide con la fuerza que ejercen
sobre ésta las dos cargas imagen, que es sencilla de calcular por la Ley de Coulomb. Igualmente,

o1
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mediante la aplicacion de la Ley de Gauss podemos determinar la carga en la esfera:
/ " R
Qint = EO%EdS =q +q = —q7 + dmweg RV}
0

notese que este calculo puede hacerse de esta manera no porque haya dos cargas dentro de la esfera, sino
porque el campo (y por lo tanto, el flujo) es el mismo para ambas situaciones problema original / cargas
imagen, con lo que la carga inducida coincidira también.

Por ultimo analizaremos una tercera versiéon de este problema que se reduce al anterior. En este caso, la
esfera, en vez de tener fijado su potencial, nos es dada su carga (. Imaginando la misma situacién que
antes establecemos que la carga @ determinard un potencial V (que desconocemos) en la esfera:

R 1
Q=4¢+q"=—q— +4rcoRVy = Vp = .9
To 47T€0 T0 R

')

).

Estas técnicas son aplicables al caso de una esfera y una cierta distribucién continua de carga. En

con lo que reducimos el problema a un caso particular de la situacién anterior donde V, = ﬁ <% +

Este método resuelve de manera automatica el problema 7 del boletin 6.

estos casos conviene hallar la imagen de cada elemento diferencial de carga dq y predecir la distribucién
imagen que va a resultar. Pueden verse dos ejemplos en la figura 4.10.

Un anillo concéntrico Una recta

'
ref pe—T1 ) — o, —>

H—R—H‘fa'bl

Un anillo interior Otro anillo interior (no uniforme)

Figura 4.10: Método de las imdgenes para dos distribuciones continuas diferentes y una esfera.

Ejemplo: Carga puntual y dos planos conductores conectados a tierra

Figura 4.11: Carga puntual y dos planos conductores conectados a tierra

De nuevo, buscamos un potencial ¢ que verifique las condiciones de frontera del problema original
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(figura 4.11) que son ¢(0,y, z) = ¢(x,0, z) = 0. La pregunta clave es qué conjunto de cargas imagen crean
un potencial con esas caracteristicas. Considerando unicamente la carga ¢, podemos hacer el siguiente
razonamiento (puede resultar un poco lioso, pero me parece 1til):

» Para que le potencial se anule en x = 0 podemos situar una carga imagen ¢’y = —q en (-a,b,0). La
distancia entre el plano z = 0 y esta carga serd siempre la misma que entre dicho plano y la carga
original.

» Podemos hacer el mismo razonamiento para y = 0 colocando una carga imagen ¢ = —¢q en (a,-b,0).

= Ahora bien, las dos cargas imédgenes arruinan nuestro razonamiento anterior al introducir un
contribucién adicional al potencial. Para compensar esto colocamos otra carga imagen en (-a,-b,0)

q"=q

Como:

ri=r—r,=(r—ay —bz)
rp=r—ry =(r+ay—>b2)
r3=r—ry =(z— ay+bz)

rg=r—ry =(x—a,y—0>bz)
Entonces el potencial que verifica la condiciones de frontera es:

Pz, y,2) = ! 1 T d
o dreo /(w —a)? + (y =02 + 22 4me0 \/(z +a) + (y +b)2 + 22
41 1 - 1
dmeg \/(z+a)2 + (y —b)2 + 22 4meo \/(z — a)2 + (y + b)% + 22

y el campo electrostatico viene dado por:

By - L dl@-a%+@-by+al 1 gla+ax+ by
(@ a)? 4 (- )24 22 AT (@ 4 a) o+ (g + D)2+ 22
1 glz+a)x+y-by+22 1 qllz—a)x+(y+by+ =22

S ta? + (- b2+ W@ —a) + (y+ )+ 22

La densidad superficial de carga en cada plano se puede calcular atentiendo a la ecuacién:

E= giﬁ = ps =B @ (4.13)
0
Para el plano y =0, fi = § entonces:
1 —2bg 1 2bq

= e e e PP I a7 1

Por otro lado, para x = 0, n = x:

( 0) 1 —2qa n 2qa
pslx = = —
A | (a2 4 (y — b)2 + 22]3/2 (a2 + (y+b)2 + 22]3/2

Alberte Xosé Lépez Freire 53
Facultad de Fisica USC



CAPITULO 4. METODOS ESPECIALES EN ELECTROSTATICA Electromagnetismo I

/ ASEN SEEE | g A1 AREH SEEE SEEE.

‘EAE ERER GREP”JRELGREE WAER HEAR'
\'\/‘-ﬂm\./v’
uEBHE < o & BamudEmEnE A <E A a0 S B

Figura 4.12: El sistema de cargas puntuales equivalente a los dos planos (representacién en dos dimensiones).
Noétese que efectivamente la linea equipotencial ¢ = 0 coincide con la del problema original, las condiciones de
frontera son la mismas.

Ejemplo: Carga puntual en el interior de una corteza esférica

Sea una carga q en el interior de una corteza esférica tal y como se muestra en la imagen 4.13. Determine,
para el caso de la corteza conectada a tierra, para el caso de la corteza descargada y aislada y para el
caso de la corteza con carga dada Q:

= Campo y potencial en todo el espacio.
» Fuerza sobre la carga q. Analizar si es atractiva o repulsiva.

» Carga inducida sobre la corteza esférica.

Figura 4.13

Caso 1: Corteza a tierra. Determinamos en primer lugar el potencial y el campo en todo punto

del espacio. De nuevo, se trata de un problema dividido en dos problemas claramente diferenciados en
el problema exterior a la corteza y el interior a la corteza.

En primer lugar, claramente ¢(r) = 0,E(r) = 0 si r > R, pues en la corteza ha de ser cero por
estar conectada a tierra, y en el resto del espacio ha de ser cero al no haber otras cargas fuera y estar la
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corteza a mismo potencial que el infinito (y no podrd haber ninguna linea de campo, pues éstas van de
zonas de mayor a menor potencial).

Ahora, si 7 < R nos encontramos ante un problema diferente, resoluble mediante el método de las
imdgenes: una carga ¢ y una condicién de frontera ¢(R) = 0. Tal y como se ha visto anteriormente esto

se soluciona mediante una carga imagen ¢’ = —q% a una distancia b = %2 de la esfera. Entonces:
Pint = ¢q + 0 + V. (4.14)
=0

donde V serfa diferente de cero si en vez de estar conectada a tierra estuviese conectada a un potencial
V. Para obtener el campo electrostatico hacemos el gradiente:

E;: = Eq + Eq/ (415)

La ventaja del método de las imagenes es que ahora solo tenemos que trabajar con campos creados por
cargas puntuales. Para calcular la fuerza sobre q aplicamos la Ley de Coulomb:

_qq 1
dmeo (R?/d — d?)?

2
1
¢t : (4.16)

R = 47‘(‘50 (R2 _ d2)2X

F,

Con lo que la fuerza serd atractiva. Por otro lado para obtener la carga inducida sobre la superficie

//E-dS: 2+ Ging (4.17)
€0

sobre una superficie gaussiana esférica en la corteza. Al tratarse de un conductor en equilibrio electrostatico

interior aplicamos la Ley de Gauss:

el campo es cero con lo que:
Qind = —q (4.18)

Supongamos ahora que la corteza inicialmente estaba aislada y descargada. De nuevo, consideraremos

el problema exterior y el interior. Para el caso exterior tenemos en cuenta que la carga q inducirda una
carga —q en la superficie interior, y como consecuencia de esto aparecerd una carga ¢ en la superficie
exterior. Entonces para r > R’

LI ¢
= —-= 4.19
Peat dmweg T ( )
q T
B . 4 F 4.20
Tt Ameg r2 (4.20)
En con concreto, en todo la corteza esférica se tendrd un potencial ¢(R') = 47360 #- Aplicando lo visto
en el apartado anterior pero ahora con V = 47360 + tenemos que:
I q
Gint = Oq + ¢y +V =g + %'ﬁﬁ (4.21)
1 g

apreciando que asi, se verifica la condicién de frontera ¢(R’) = pr De esta manera se ve que:
Ein:=E;+Ey (4.22)
es decir, que el campo (y por lo tanto, la fuerza) es el mismo que en el caso anterior.

Si la corteza esférica tuviese una carga (@ el planteamiento seria idéntico, pero en esta ocasion

1 ¢+@Q
ext — 4.23
Pext dmeg T ( )
q+QF
Eop = — 4.24
7 dmeg 12 ( )
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Entonces ¢(R') = 47360 q;,Q =V en este caso. El campo seria igual a los dos anteriores.

4.3. Solucién de la ecuacién de Laplace

En esta seccion analizaremos la solucién de problemas electrostdticos empleando la ecuacién de
Laplace, es decir, imponiendo a la ecuacion de Laplace ciertas condiciones de frontera y calculando a
partir de ésta una expresion del potencial. Para ello analizaremos las soluciones generales de ésta ecuacion
con respecto a diferentes sistemas de coordenadas, empleando el método de separacion de variables.

4.3.1. Coordenadas rectangulares

La ecuacién de Laplace en coordenadas cartesianas es de la forma:

¢ 0%¢  0%*¢

Si esta ecuacién admite una solucién de la forma ¢(x,y, z) = X (2)Y (y)Z(z) entonces podremos escribir:

X (x 2Y (x 2Z(x
Y(y)Z(z)d jig ) + X(x)Z(z)d ;;(2 ) + Y(y)Z(z)d de(Q ) =0 (4.26)
Y dividiendo entre X (z)Y (y)Z(z) resulta:
1 d?X(x) N 1 d*Y(x) N 1 d*Z(z) _0 (4.27)

X(z) d2? Y(z) dy? Z(x) dz?

Cada término de la ecuaciéon anterior depende tnicamente de una variable, por otra parte la suma de
los tres términos es cero, en consecuencia cada término debe ser una constante de modo que la suma sea
nula para cualquier valor de x,y, z. Atendiendo a esta consideraciones podemos descomponer la ecuacion
anterior en las siguientes:

1 d*X(x) o2

X(x) da?
1 d°Y(x)

va ar =" (4.28)
1 d*Z(z) 9

que verificaran:
A+ B2 4+41=0 (4.29)
Las soluciones de (4.28) son:
X(z) = a1e*® + age™ "
Y(y) = b1 + by (4.30)
Z(2) = 17" + coe™ "
El producto de estas tres funciones serd una solucién de la ecuacion de Laplace, siempre que se verifique
(4.29). Claramente entonces no es posible que todas las contantes sean reales (o todas imaginarias), con

lo que al menos una de las funciones variara exponencialmentecon su argumento y al menos

una variara sinusoidalmente. En conclusién, la solucién general serd una suma de todas las funciones
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que verifiquen las condiciones mencionadas:

$x,y,2) = Y Aar(@)e™ +az(a)e” - {bi(B)e’ + ba(B)e P} {er (1)1 + ea(—7)e™}

a?+p2442=0

(4.31)

4.4. Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas seran ttiles a la hora de resolver problemas con , valga la redundancia,
simetria esférica, tales como coronas esféricas. Vamos a suponer que no existe dependencia con ¢ es decir

¢ = ¢(r,0). Entonces la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas podra escribirse como:

0 ( 500 1L 9 ( 99\ _
or <T 87”) + sen § 00 <ben069> =0 (4.32)
Aplicando separacién de variables ¢(r,0) = R(r)0(0) y dividiendo entre ¢:
1 d [ ,dR(r) 1 d (e
R(r) dr <r dr ) + O(0)send do (ben9 do =0 (4.33)

De nuevo, ambos términos deben de ser constantes tales que su suma sea 0.

o (#41) -

1 d o)\
@(9)sen9d9<sen9 d9 )‘ ¥

(4.34)

La primera de estas ecuaciones es relativamente sencilla. Para resolverla planteamos una solucién tipo
R = 7! resultando que k = [(I + 1). Escribiremos a partir de ahora R;, ©; para representar la solucién
para cada 1. Entonces la segunda ecuacién queda como:

_t d sen 0 46.(6)
©;(0) send db de

) =—l(1+1) (4.35)

Se puede demostrar que para que © sea una solucién razonable (es decir, finita, univaluada y continua,
algo acorde con su significado fisico) 1 debe de ser un entero positivo | = 0,1,2,.... La solucién de la
segunda ecuacién diferencial son los polinomios de Legendre en la variable cos 8:

61(0) = (cos0) | (4.36)

Estos polinomios pueden ser calculados mediante la férmula de Rodrigues:

A= - & (@-1)") (4.37)

T 2l dal

Regresando a la primera ecuacidn, si sustituimos una solucién del tipo r™:

U+ +r+17=0= —(r+ ) +1+1) =0 {T—T—Tzin
Entonces: . ) | 5
(r) = A’ + (4.38)
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T 1
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Tabla 4.1: Algunos polinomios de Legendre en la variable x

y la solucion de la ecuacién de Laplace para una situacion axialmente simétrica es:

é(r,0) = i (Alrl v rﬂ) P,(cos 6) (4.39)
=0

Una propiedad muy interesante de los polinomios de Legendre es la de ortogonalidad:

1 2 m=n
2)P,(x)dr =< 2ntl )
| Pu)Piaya {0 e (4.40)

y para x = cos0:
2

/ Py, (cos 0) P, (cos 6) sin 0df = { gl M=nN
0

AR (4.41)

4.4.1. Ejemplos
Esfera conectada a tierra en un campo electrostatico uniforme.
Sea una esfera conductora de radio R conectada a tierra situada en una region en la que hay presente

un campo electrostdatico uniforme E = FEgz. Obtener el potencial y la densidad de carga superficial
inducida.

z

»
111

Figura 4.14

Las condiciones de frontera son las que siguen. Para r = R:
?(R,0)=0 (4.42)

por estar conectada a tierra. Por otro lado, para r >> R:
o=- /E -dr = —Eyz = —Eyrcosf (4.43)
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Considerando la ecuacién (4.39) y la primera de las condiciones de frontera:

Z <AnR + R”+1> P,(cosf) =0 (4.44)

n=0

Dado que ninguno de los polinomios de Legendre es cero, y que no se puede hacer ninguna combinacion
lineal que se sume a cero, el término entre paréntesis debe ser cero para toda n:

B

Sustituyendo esta relacién en (4.39):

R2n+1

¢ = Z( AJ:T) (cos §) ZA ( o )Pn(COSH) (4.46)

Ahora, por la segunda condicién de frontera:
R2n+1
o(r >>R,0) ZA ( ) Py (cosd) = —Epr cos (4.47)
Podemos despreciar el segundo término dentro del paréntesis, con lo que:

¢(r >>R,0) ZAnr (cos @) = —Egrcos (4.48)
n=0

Dado que el segundo polinomio de Legendre es P;(cosf) = cosf, identificamos el lado derecho de la
expresion anterior como Pj(cos @) multiplicado por r y una constante. En otras palabras, los coeficientes
A,, del lado izquierdo son todos cero excepto para n = 1.

d(r >> R, 0) ~ Ajr'P(cosf) = —Eorcosf = Ay = —Ey (4.49)

Sustituyendo en las expresién general:

RB
¢(r,0) = —E, <r - 2> cos 6 (4.50)
r
Procedemos ahora a obtener el campo electrostatico: E = —V¢:
R3 R3 .
E=E(6) = [EO (1 + 23> cos 0} r+ [Eo <1 — 3> sin@] 0 (4.51)
r r
Entonces:
ps = €0Er(R) = 3e9Eq cos b (4.52)

Esfera conductora con densidad superficial de carga dada

Supongamos una esfera conductora con densidad superficial de carga ps(0) = kcos8. Determine el

potencial en todo el punto del espacio.

Si partimos de la solucién de la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas (4.39) apreciamos que:
o0
Dint = ZA[T‘IB(COS 0) r<R
1=0
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oo

B
Doxt = ; TlTllPl(COSQ) r>R
Donde los coeficientes A;, B; se han anulado en respectivamente la segunda y la primera expresién para
que el potencial no diverga en el centro de la esfera e infinito, respectivamente. Apliquemos las condiciones
que deberd verificar el potencial. La primera de ellas es la continuidad en » = R, es decir:

(oo} o0 B
l _ ! !
;AZR Py(cosf) = IZ; mP;(cos 0)

que implica que:
Bl —_ AlRl+2

Adema&s podemos aplicar la discontinuidad de las derivadas del potencial con respecto a la direccién
normal a la superficie, en este caso la radial, consecuencia de la discontinuidad del campo electrostatico:

a¢ewt _ a(bint _ _ps(e)
or or J|,._gr €0
Entonces:
o] B o] Ds 0
- Z(l + 1)Rl—fr2Pl(cos 0) — ZlAlRlPl(cos 0)=— E(o )

=0 =0

Sustituyendo B; = A;R!*?

(21 + 1) AR~ Py(cos 0) = ”56(9)
0

NE

l

Il
o

Y aplicando la ortogonalidad de los polinomios de Legendre:

T o0 ™ . 0
/ Z(2l + 1)A; R Py(cos 8) Py (cos ) sin 0df = / L()Pl/(COS 0) sin 6d0
0

3
=0 0 0

Obteniendo una expresién para A;:

1 " ps(9) :
A= Py
= oo /0 o 1 (cos 0) sin 6d0
Si sustituimos p,(0) = kcosf = kP (cos0):

- 1
B QEoRl_l

g k
/ kP (cos0) Py (cos ) sin@df = —
0

Ay
360

donde se ha aplicado la ortogonalidad de los polinomios de Legendre, resultando [ = 1. Finalmente:

Pint = ir cos
360

ER? 1
¢ext = E 7“72 cos

Esfera conductora rodeada de una corteza esférica conectada a tierra

Consideremos una esfera conductora a un potencial Vo de radio a rodeada de una corteza esférica de

radio b conectada a tierra. Determine el potencial en todo punto del espacio. *

En este problema el potencial no presenta dependencia alguna en 6 con lo que la solucién de la ecuaciéon

1Ver [9] para profundizar en este problema.
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de Laplace se puede escribir de manera mucho maés sencilla a la habitual:

o= (442

Noétese que para r < a el potencial debe de ser V al ser un conductor en equilibrio electrostatico y para
r > b el potencial serd cero (hay que tener en cuenta que dado que la corteza tiene el mismo potencial que
el infinito, no hay linea de campo fuera de ésta). Entonces, analizando el caso para a < a < b tenemos

{¢(a) =V
¢(b) =0

Si se las imponemos a la ecuacién del potencial:

las siguientes condiciones de frontera:

B _ _a%
{ A+ o=V {A = i
B _ bV
A+ 7 =0 B = 3=
Entonces el potencial viene dado por:
¢oa (b
= -—1
¢ b—a \r
y el campo se obtiene sin mas que tener en cuenta que E = —%f'
ab
B- %% 4
(b—a)r?
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Capitulo 5

Corrientes eléctricas estacionarias

En los capitulos anteriores hemos estudiado los campos derivados de cargas estdticas. Ahora nos
proponemos estudiar los fendmenos més importantes que tienen lugar cuando las cargas se mueven de
manera practicamente uniforme, es decir, movimientos que en conjunto no sufren aceleraciones.

Las condiciones cambian ahora de manera que intervienen campos que no son conservativos al mismo
tiempo que campos conservativos. Ademads para que se produzca corriente dentro de un conductor debe
existir un campo dentro de él, lo que modifica las condiciones de conductores con cargas estaticas donde
E = 0 en el interior. Este campo se transmite a lo largo de todo el conductor a la velocidad de propagacién
de toda perturbacién electromagnética, velocidad de la luz. Por esta razén cuando un generador se aplica
a una linea que transporta energia eléctrica, casi instantdneamente se ponen en movimiento tanto los
electrones que estan dentro del conductor en puntos proximos al generador como los que se encuentran a
kilémetros de distancia. Esto contrasta con que el propio movimiento de los electrones, que en este caso
es muy lento.

5.1. Corrientes y densidades volumétricas de corriente
El flujo de carga eléctrica recibe el nombre de corriente eléctrica. La intensidad de corriente

eléctrica se define como la carga neta que atraviesa una superficie por unidad de tiempo, y su valor
viene dado por la expresion:

U

1

7;’ [A] (5.1)

Si las cargas estdn en movimiento tendremos una distribucién de corrientes cuya densidad podemos
caracterizar como cociente entre la cantidad de carga por unidad de tiempo que atraviesa un elemento
de drea normal a la direccién en que se mueven y el valor de dicho elemento. Aparece asi el concepto de
densidad volumétrica de corriente, J, definida como:

AT dI
I = lim — =

= _ 2
As—0 As ds (5 )

donde J tiene la direccién del flujo de carga. Entonces la corriente que fluye por una superficie arbitraria

1://5.1.ds (5.3)

Otra manera de definir la densidad de corriente es la que sigue. Si consideramos

s se puede calcular como:

dI

Ja = ds,
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siendo J, la componente de J en la direccién a, dS, un elemento de superficie normal a esta direccién y
dI es la corriente que atraviesa ese elemento de superficie. A partir de la definicién anterior obtenemos

que:
dl
T (5.5)

donde dSj es un elemento de superficie orientado de tal manera que el cociente dI/dS sea méximo.

Figura 5.1: Definicién alternativa de la densidad de corriente eléctrica

Una convencion histérica marca que el sentido de movimiento las cargas ha de ser de las positivas a

las negativas, lo que permite escribir
J=JJ (5.6)

En conclusion la direccion de la densidad volumétrica de corriente es la misma que la del
flujo de carga y su magnitud estd dada por la corriente por unidad de area a través de una superficie
perpendicular al flujo.

Pasemos a calcular la carga dg que atraviesa un superficie ds perpendicular a J en un tiempo dt. Como
dq = Idt:

dq = Jdsdt (5.7)
Pero toda esta carga debe estar contenida en el cilindro de longitud dl y volumen dv, con lo que dg =
pPudv = pydsdl y:

dl
pydsdl = Jdsdt = oy = J (5.8)

Si definimos V = %la velocidad promedio de las cargas, podemos escribir:

J=p,V (5.9)

dado que la direccion de J es la misma que la del flujo de carga. Si las cargas en movimiento fueran de
diversos tipos con densidades p,¢ y velocidades respectivas v;, entonces la expresién anterior adoptaria

la siguiente forma:

J= vaivi (5.10)

De considerar una superficie arbitraria, no tendriamos méas que sumar las contribuciones de todos los

d
(q> :/J-ds (5.11)
dt a través de S S

Anélogamente se puede definir una densidad superficial de corriente k con direccién igual al

elementos ds:

flujo de cargas y magnitud la corriente por unidad de longitud a través de una linea que descansa sobre
la superficie y esté colocada perpendicularmente al flujo. Tal y como era de esperar:

k = psv; (dq) = |k-t|-dl (5.12)
dt através dl
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Y para una corriente filamental:
I = pi|v] (5.13)

Por otro lado se define un elemento de corriente para una corriente filamental como Idl. Esto se puede
generalizar a corrientes distribuidas en volimenes o superficies. Supongamos por ejemplo un conductor
como el de la figura 5.2 (b) con dS pequeiia en comparacién con la longitud del filamento. Al ser el flujo
de corriente normal a la superficie considerada se observa que I = JdS entonces Idl = JdSdl = JdV.
De manera similar, para el caso de una corriente superficial se obtiene que: Idl = KdS.

!

Figura 5.2: Elementos de corriente

5.2. Ecuacion de continuidad

En ninguno de los experimentos realizados hasta nuestros dias se ha creado o aniquilado carga, por
tanto el principio de conservaciéon de la carga establece que ésta no se crea ni destruye. Como
consecuencia de este principio podemos obtener una relacién entre el flujo de carga sobre una superficie
cerrada S que limita un volumen V y la variacién de la carga en su interior. Aplicando dicho principio
de conservacién se deduce que el flujo de corriente serd igual a la disminucién de carga Q en el interior,
en forma matemadtica dicho principio se expresa de la forma siguiente:

oot (fffra) [ e o

Donde se supone que s y v son independientes de t. La ecuacién

o [ %

es la ecuacién de continuidad en forma integral. Tratemos ahora de obtener la forma diferencial

de dicha ecuacién. Si aplicamos el Teorema de la Divergencia al primer miembro de la ecuacién:

//SJ-ds:///VVJdv (5.16)
///v Jdv = — /// 92 g (5.17)

dp
ot

entonces:

Finalmente:

V-J+=2L=0 (5.18)

esta ecuacién es la forma diferencial de la ecuacién de continuidad, que expresa la relaciéon entre la
divergencia de la densidad de corriente J y la variacion temporal de la densidad de carga en un punto
del espacio. También podemos expresar en forma diferencial la ecuaciéon de continuidad para corriente

continua, ya que simplemente se obtiene teniendo en cuenta que en ningtin punto se produce acumulaciéon
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o eliminacién de carga, es decir, (9p/0t) = 0, por tanto:

(5.19)

Esta ecuacién expresa que en ningin punto, dentro de un tubo de corriente continua, se genera carga, y
que no hay flujo de corriente a través de las paredes del tubo, es decir, toda la corriente que entra por
una seccioén transversal del tubo sale por otra situada en otro punto.

Podemos combinar la ecuacién de continuidad con las condiciones de frotera:

A 8 S
n'(Jz—Jl)ZJzn—Jln:— 8[; (520)
En caso de que las corrientes sean estacionarias (a saber, % = % =0):
n-Jo—J1)=Joy—J1n, =0 (5.21)

Durante el proceso de polarizaciéon de un material dieléctrico las cargas ligadas pueden moverse, por lo
que es posible definir una densidad de corriente confinada 6 ligada J,,,. El proceso de polarizacién
implica dnicamente la separacién de cargas ligadas, con lo cual estas deben de conservarse (esto es, debe
verificarse la ecuacién de continuidad para estas cargas):

dp
VI P2 =0 5.22
Y si recordamos que pp, = —V - P:
opP
Vo lJpw——=)=0 5.23
(30 %) (5.23)

A esta corriente se la denomina densidad de corriente de polarizacién, ya que es una consecuencia del
proceso de polarizacion.

Ahora bien, dado que es sobre las cargas libres y por lo tanto sobre las corrientes libres, sobre las que se
tiene cierto control, estas son las que tienen mayor interés. Las corrientes libres se clasifican en:

= Corrientes de conduccién: caracterizada por el arrastre de cargas dentro de un medio eléctricamente
neutro. Los ejemplos mas conocidos son: El movimiento de los electrones en el seno de un metal, que
desde este punto de vista estd compuesto por atomos cuyas capas exteriores liberan los electrones
y atomos ionizados en posiciones fijas que forman la red metdalica. El movimiento de los iones en
un liquido formado por iones positivos y negativos, los positivos se mueven en una direccién y los
negativos en la contraria, de manera que ambos producen una corriente en el mismo sentido. Los
electrones y huecos en un semiconductor, que producen una corriente similar a la anterior en la

que los huecos actiian como cargas positivas.

= Corriente de conveccion: se produce cuando hay un transporte de masa que arrastra en su
movimiento particulas cargadas; ejemplos caracteristicos son la corriente producida por el movimiento
de un liquido que lleva en su interior iones; o el haz de electrones en un tubo de rayos catédicos, o
el movimiento del gas de iones en un acelerador de particulas.

Ejemplo: Flujo a través de una superficie cerrada.

Indique en cudl de los cuatro casos siguientes, la superficie S delimitada por la linea discontinua encierra

una carga que estd aumentando. Las flechas representan el sentido de la densidad de corriente. Fuente:
[13]
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[ ]| t + 1
v v v 11
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Figura 5.3: La superficie S delimitada por la linea discontinua encierra una carga que estd aumentando. Las
flechas representan el sentido de la densidad de corriente.

La respuesta correcta es la C. La ley de conservacién de la carga establece que

dantZ*%JdS

dt

es decir, lo que aumenta la carga contenida en un volumen es igual a lo que fluye hacia el interior por la
frontera de éste.

Examinando las cuatro figuras, vemos que en la figura C hay mayoria de lineas de corriente hacia el
interior (3 caras a 1), cosa que no ocurre en el resto. Por tanto, es en ese caso en el que estd aumentando
la carga.

5.3. Corrientes de conduccion

Cuando existen cargas en movimiento dentro de un conductor, no tenemos una situacién estatica,
E # 0 en el mismo. Por lo tanto, en este caso el conductor no es un volumen equipotencial. Para
mantener una corriente constante, es necesario mantener una diferencia de potencial constante y esto
implica un suministro de energia continuo al sistema desde una fuente externa, situada en algiun lugar del
circuito cerrado. Si se realiza un trabajo total W, sobre una carga q al transitar ésta por una trayectoria

5:%=$7{Fq-d1:j{E-dl (5.24)

donde ¢ es la conocida como fuerza electromotriz. Por lo tanto debe existir una fuente o fuentes de

cerrada:

campo eléctrico no conservativo (baterias) E, .. Esta fuente de fuerza electromotriz es una fuente
localizada que produce un campo E,,. inicamente cuando la trayectoria de la carga pasa por la bateria
v E,. = 0 en todos los demas puntos del circuito. Entonces:

Efuente = / Enc -dl (525)
fuente

La corriente eléctrica es un movimiento de electrones desde el polo negativo al polo positivo. Para que la
corriente perdure es necesario suministrar electrones al polo negativo y retirarlos del positivo. Esta es la
funcién de los generadores. Nuestro estudio se restringird a aquellas regiones conductoras en las que no
existan campos eléctricos no conservativos (E,. = 0), es decir fuera de la regién donde estdn ubicadas
las baterias.
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5.4. Relacion entre la densidad de corriente y el campo eléctrico.
Ley de Ohm

Claramente el campo electrostatico E ejercera fuerzas sobre las cargas en movimiento, con lo que
debe existir una relacién funcional entre J y E es decir debe poder escribirse algo como:

J=J(E) (5.26)

Se tomara como condicién adicional J(0) = 0 (lo que excluye los superconductores). La relacién entre la
densidad de corriente y el campo eléctrico puede ser complicada, dependiendo del material considerado
(andlogamente a la relacién entre P y E en el Capitulo 2). Consideremos un conductor isotrépico lineal,
para el cual la relacién es la siguiente:

J=0E (5.27)

donde o es la conductividad del conductor. Para corrientes estacionarias en conductores que cumplan
estas caracteristicas tenemos que:

fl'(Jz—Jl):fl'(UEQ—O'El):O (528)

Como V x E = 0 las lineas de E sufren una refraccion al cruzar la superficie limitante entre el conductor
y otro medio de diferente conductividad.

En caso de que el conductor sea, ademds, homogéneo, la conductividad serd constante y pasara a
se una caracteristica del material. La relacion J = oE para un medio lineal homogéneo e isétropo
es equivalente a la relacién empirica macroscépica que se conoce como ley de Ohm. Procedamos a
demostrarlo. Considérese la situacion de la figura 5.5 Bajo estas hipétesis J y E son paralelos, y existira
un campo E tangencial a la superficie del conductor dado por E = J/o (aplicando las condiciones de
frontera del campo electrostdtico). Si |Ag| es la magnitud de la diferencia de potencial entre sus extremos

entonces: A
Bl ===
I
J ==
3=
Donde hemos supuesto que la corriente estéd distribuida uniformemente sobre toda la secciéon. Operando:
I A
R (5.29)
S l
Definiendo la resistencia del conductor como:
l
R=p—= [Q 5.30
o 19) (5:30)

donde p = 0! es la resistividad del conductor, entonces:

s

expresién que se conoce como Ley de Ohm.

5.5. Relacion entre la resistencia y la capacidad

Supénganse dos conductores de la misma forma. Existen dos maneras en las que se les puede utilizar
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Material 6 (S/m) p (Q-m)
Plata 6.29 x 107 1.59 x 1078
Cobre 5.96 x 107 1.72 x 10°°

Oro 4.46 x 107 224 x 107®

Hierro 1.04 x 107 9.61 x 10°°
Agua de mar ~4 ~0.2
Agua destilada ~10* ~ 10*

Goma 10" 510783 1083-108°

Figura 5.4: Resistividad y conductividad de algunos materiales. Fuente: [12]

e[ 86— >
— ———
—_—T
o
, -

Figura 5.5

e
=<

a. Como condensador b. Como resistencia

Figura 5.6

= Como un condensador. Si se llena la region entre los dos conductores con un dieléctrico L.h.i de

permeabilidad absoluta € y se colocan cargas iguales y opuestas es ellos:
A¢p = / E-dl (5.32)
+

La carga sobre la placa positiva sera:

q:/psds:/EEds:s/E'ds (5.33)
s s s

q _(—:fSE~ds
f_:E~dl f_:E~dl

Con lo que la capacidad sera:

(5.34)

= Como una resistencia. i se llena la regién entre los dos conductores con un conductor Lh.i de
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conductividad ¢ y se colocan cargas iguales y opuestas es ellos:

Ag = /_ E-dl (5.35)
+

al igual que en el caso anterior. La corriente total que pasa entre las placas es:

I:/J-ds:a/E~ds (5.36)
S S

Teniendo en cuenta la Ley de Ohm:

. E-dl
_ f+ (5.37)
o [¢E-ds
Ahora, si comparamos ambos resultados obtenemos la siguiente relacién:
€
RC = — (5.38)
o

Este resultado puede ser usado como método de medicién de C indirecta, puesto que llevar a cabo
medidas de resistencia es més ficil (gracias a un amperimetro y un voltimetro) que la medicién directa
(electrostatica) de la capacidad.

5.6. Relaciones energéticas: Ecuaciéon del circuito

Toda la energia que entra al sistema, para mantener una corriente constante, como energia eléctrica
debe de ser convertida en calor en el volumen del conductor. En una situacién estacionaria, no
puede haber acumulacién de energia eléctrica. Por tanto, todo lo que entra al sistema como
energia eléctrica debe ser convertido a otra forma de energia, observandose que la energia eléctrica
consumida se manifiesta en forma de calor en el cuerpo del conductor.

Calculemos el trabajo realizado por el campo eléctrico sobre una carga Ag:

B AW Aq
AW = —AqA¢ = v —AqﬁKt =—IA¢ (5.39)

Entonces la potencia disipada por unidad de volumen serd

W — AW/At — (I) . <_A¢> — JE (5.40)

s-1 s l

Al considerar un conductor Lh.i la densidad de corriente y el campo electrostatico son paralelos:

J2
w=J-E=0F*="— (5.41)
g

Podemos calcular la energia disipada por el paso de la corriente en la unidad de tiempo. Considerando
la corriente distribuida uniformemente sobre la superficie s:

J:

J? I’ 1 , 1 ,
P:///v dez/l??dl:[ "3 =Ley de Ohm ! R (5.43)
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Entonces la energia disipada por el paso de la corriente en la unidad de tiempo sera:

(Ag)?

P=I’?R=
R

W] (5.44)

La fuerza electromotriz ces el trabajo que debe realizar el generador para mantener el movimiento de
la unidad de carga

aw
s En ~dl (5.45)

Si ademas de la resistencia total del circuito R, el generador tuviese una resistencia interna r, la potencia
total consumida seria:

dW dq
=P=P+P,=1I° =P=——2= A
1+ P (R+T) dq dt 13 (5.46)
Entonces:
€
I = 5.47
R+r (5.47)

5.7. Equilibrio electrostatico

Cuando estudiamos las cargas en conductores en condiciones estdticas suponemos que se situan
instantdneamente en las zonas de la superficie, de manera que el campo en el interior debido a las
cargas en la superficie y los campos externos sea nulo. En este apartado vamos a estudiar como se
produce la redistribucién de cargas en un conductor lineal homogéneo e isétropo. Suponemos que en un
instante dado dentro de un volumen V de un conductor, cuya conductividad sea o y la permitividad e,
existe una densidad de carga p,. El flujo de corriente que atraviesa la superficie que limita el volumen V
estd relacionado con la carga en su interior a través de la ecuacion de continuidad, que para cada punto

hemos visto que es:
dp

V- J=—-— 5.48
ot (5.48)
Empleando la relacién J = oE:
ap ap
- (cE) = —— ‘E=—— 5.4
V- (cE) 5 = oV 5t (5.49)
empleando que o es constante. Ademads, por esto mismo se tendrd que:
VE:S (5.50)
Introduciendo esto en la ecuacién (5.49):
o Op
—p=—— 5.51
i (5.51)
Sin més que integrar:
d
P Tgtsmp=-2t+K (5.52)
p € €
Entonces:
p=poe ! (5.53)

Esta ecuaciéon muestra como varia la densidad de carga con el tiempo. Vemos que decae hasta anularse
en el interior para desplazarse hacia la superficie del conductor u otra posicién de equilibrio.

El tiempo que tarda en alcanzarse el equilibrio teéricamente es infinito, pero se toma como referencia de
la rapidez con que se produce el proceso la relacion entre la densidad inicial y la que existe en el instante
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para el que (at/e) = 1. Dicha relacién es:

L1~ 368 (5.54)
Po
Que se cumple cuando:
t=7= g (5.55)

Al tiempo 7 se le denomina tiempo de relajacion y es el tiempo que tarda en reducirse la densidad
de carga a un 36,8 % de su valor inicial. En los buenos conductores este tiempo es muy corto, del orden
de nanosegundos, por lo que se alcanza muy rapidamente el equilibrio electrostatico. También podemos
concluir que si en un instante dado la densidad de carga p = 0, dicha densidad no puede ser distinta de
cero en instantes posteriores en ese mismo punto, ya que p decrece con el tiempo.

En conductores homogéneos e isétropos la carga se dispersa hasta la superficie. Si se da la circunstancia
de que hay dos medios distintos, puede producirse acumulacién de cargas en la superficie de separacion
entre ambos.

Ejemplo: Descarga de un condensador con un medio polarizado.

El sistema de la figura estd formado por tres placas conductoras ideales, planas y paralelas, todas de

drea S. Todas las placas pueden suponerse muy delgadas. Entre la placa 1 y la 2 hay un dieléctrico ideal
de espesor a, caracterizado porque presenta una polarizacion uniforme y constante Pg, perpendicular a
dichas placas. Entre las placas 2 y 3, separadas una distancia b, hay un medio éhmico (i.e. verifica en
todos sus puntos la Ley de Ohm) de conductividad o y permitividad €. Las dos regiones entre las placas
estan inicialmente descargadas. La placa central se encuentra conectada a un generador, que fija una

diferencia de potencial Vy respecto a las otras dos placas, ambas a tierra.'

1. Determine los campos y corrientes en el sistema cuando éste se halla en régimen estacionario.

2. Calcule las distribuciones estacionarias de carga libre en el sistema. Ajuste el valor de Vi para que
la placa central esté descargada. Este valor se usard en los dos apartados siguientes.

3. En un instante t = 0 se desconecta el generador. Halle la distribucion de campos, corrientes y
cargas libres en el sistema cuando se alcanza de nuevo una situacion estacionaria.

4. Calcule la evolucion en el tiempo de los campos, las corrientes y la carga libre en las placas.

!
4
—

1. Consideremos el estado estacionario antes de la desconexién. Como es habitual podemos considerar
dos problemas claramente diferenciados dentro del problema, pues la placa central es un conductor
a potencial fijado y por tanto separa completamente los problemas a un lado y al otro de ella. Asi,
en lugar de un problema complicado tenemos dos problemas sencillos. El eje z serd perpendicular

1Este y otros problemas resueltos se pueden consultar en [14]
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a las placas, siendo el plano XY la placa inferior.

Regién 0 < z < a: Dieléctrico ideal con polarizacién uniforme P; = Pyu, situada entre conductores

a potencial 0 y V{, respectivamente.

Si despreciamos los efectos de borde, y teniendo en cuenta que el dieléctrico es homogéneo podemos
escribir E; = FEju,. F; se obtiene de manera sencilla a través de la diferencia de potencial entre
las placas:

“ Vo
O—V():/Edz:ElaéElzf—uz
0 a
El desplazamiento eléctrico se obtiene por medio de las expresiones de E y P:

eoVo

D1=€0E1+P1=( +Po> u;z

a

En esta region J; = 0 pues al ser un dieléctrico ideal no permite el paso de corriente.

Region a < z < a + b: Medio éhmico entre dos placas a distinto potencial.

El procedimiento para obtener el campo eléctrico es andlogo al caso anterior:

0
—u,

a-+b

Obsérvese que en esta regién el campo va en sentido opuesto al de la otra zona. En ambos casos
el campo va desde la placa de mayor central (la intermedia) a las de los extremos. Para obtener
la densidad de corriente aplicamos la Ley de Ohm, y para el desplazamiento eléctrico, la ecuacion
constitutiva

Vo Vo

JQZO'EQZUTUZ D2:€E2:ET

La corriente que circula entre la placa central y la superior es el flujo de la densidad volumétrica

u;

Js a través de una superficie paralela a las placas:

oVpS
b

IQZ/JQ'dS:JQS:
S

2. Se nos pide ahora obtener las densidades de carga libre. Antes de nada habra que razonar que tipo
de densidades de carga hay presentes. Apreciamos que al ser uniformes los campos en cada una de
las regiones, la densidad volumétrica de carga libre es nula:

pp=V-D=0

Lo que si hay son densidades de carga libre sobre las placas conductoras (densidad superficial
de carga libre). En todas ellas, por ser muy delgadas, podemos calcular la densidad superficial a
partir del salto en D, sin necesidad de distinguir entre una y otra cara de la placa (como es habitual).

Densidad de carga superficial en z = 0: Para la placa en z = 0, el vector desplazamiento en la parte

superior es D1, mientras que en la parte inferior es nulo, ya que en el exterior de un condensador
ideal no hay campo eléctrico. Por tanto, aplicandos las condiciones de frontera vistas en el Capitulo
2:

\% \%
ps(O):n.Dlzuz.(<_500+P0> uz_o) __ &V, p (5.56)
a a
La carga total de dicha placa serd, sin méds que integrar:

605‘/0 i
a

Q(0) = /Sps as = — PyS (5.57)
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Densidad de carga superficial en z = a (Placa central): Por el mismo procedimiento:

eV eoVi ea + gob
ps(a) =n- [DQ 7D1] = Uy - (bouz — <an +P0> uz> = TOVO 7P0

b
Q(a)=/ps ag = Eated) S pg
S ab

Densidad de carga superficial en z = a + b (Placa superior): Siguiendo el mismo método

\% Vi
y la carga libre total de esta placa es:
SV
Qa+1b) :/ps ds = =270
S a
Condicién para el potencial: Buscamos Vj tal que
ea+¢egb) S
Q(a):/Ps dS:(TO)Vb—POSZO
s

Despejando:
Po ab

0= ea+ gob

3. Una vez que se desconecta el generador, el potencial de la placa central deja de estar fijado. El
sistema evoluciona hasta alcanzar un nuevo estado estacionario. Lo que caracteriza a este estado
estacionario no es, de entrada, que la placa central esté descargada, o que su potencial sea nulo,
sino que el sistema no depende del tiempo.

Campo en el medio 6hmico: Si aplicamos la ley de conservacién de la carga a la placa central

tenemos que:
dQ

0= ——==
dt

J.ds (5.58)

Donde se ha impuesto que la derivada temporal de Q sea 0 porque en el estado estacionario las
cargas no fluyen de una zona a otra. Esta integral se compone, en principio, de dos partes: una, que
da la corriente a lo largo del cable conectado a la placa, pero ésta es nula por estar el generador
desconectado; la otra corresponde a la corriente a través del medio 6hmico. Por tanto:

OZ/JQ'dS:JQS:>J2:0

y si no hay corriente, tampoco hay campo (por ser un medio éhmico):

Si el campo eléctrico en el medio 6hmico es nulo, también lo sera el vector desplazamiento en dicho
medio.

Potencial de la placa central: Emplearemos que la placa superior estd a a tierra:

a+b
V(a)—V(a+b)=/ Eyzdz=0=V(a)=V(a+b)=0
a
Entonces la placa central también esta a tierra.

Alberte Xosé Lépez Freire 74
Facultad de Fisica USC



CAPITULO 5. CORRIENTES ELECTRICAS ESTACIONARIAS Electromagnetismo I

Campo en el medio polarizado: Ele campo eléctrico es nulo pues:

Pero el desplzamiento eléctrico no sera nulo, sino que:

D1 = €0E1 +P1 = Pouz

Carga en las placas: Dado que hay una discontinuidad en el desplazamiento eléctrico entre las dos

regiones, sabemos que deber haber una densidad de carga en la placa central:
ps(a)=n-[0—Dy]=u,-(0- FPu,) =-F
Entonces
Q(a) = / ps AS =—PyS
s

Existird una carga de signo opuesto en la placa inferior:
ps(0) = Fy Q(0) = RS
Pero en la placa superior, en cambio, la carga es nula, por ser nulo el campo a ambos lados

ps(a+0)=0 Q(a+b)=0

4. Pasemos ahora a estudiar como evoluciona el sistema desde que se desconecta el interruptor. Para
estudiar la evolucién del sistema, supondremos que en cada instante la placa central posee un cierto
valor V (t) que hemos de determinar. Su valor inicial serd el calculado en el segundo apartado:

- Poab
07 cat eob

Recordemos también que obtuvimos que para la placa central

ca+ggb) S
Q(a) = %VO_POS

lo que podemos escribir para un instante dadto ¢ como:

Qa) = EOL NS +azob) Svit) - P

Aplicando el mismo razonamiento para determinar I (¢):

I:/J~dS:JQS:¥V(t)

Aplicando ahora la ley de conservacion de la carga a una superficie que envuelve a la placa central

resulta:
4@ __(cate)SAV oSy
dt ab dt b
lo que podemos escribir como:
dv. V(1) _ (ea+eob)
At I3 &= ao
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Ecuacién Diferencial Ordinaria de primer orden facilmente resoluble:

P)O(lbeit/§

V(t) = Ve V7 =
*) 0¢ €a + egb

Lo tnico que tendremos que hacer ahora es tomar las expresiones de los campos del apartado 1 y
cambiar Vj por esta expresién de V(t). En particular se aprecia que la placa central con el tiempo
se carga:
ea+egb) S
Q(a) = (Jribo)vu) —PyS=-PyS (1 - e—f/f)
a
La razén es que las cargas de polarizacién asociadas a PO atraen a cargas libres que se depositan

en la placa.

5.8. Leyes de Kirchhoff

= Primera Ley de Kirchhoff o Ley de los nudos: En un nudo la suma algebraica de las corrientes
que entran y salen es nula.

Y Li=0 (5.59)

La primera ley de Kirchhoff es una forma de expresar el principio de conservacién de la carga. Su

demostracién se fundamenta en la ecuacién de continuidad para corrientes estacionarias:

V-JzO:j{J-ds:O:Z/Ji-dsi:ZIi (5.60)
s i Si i

donde s es una superficie cerrada que envuelve un nudo.

Figura 5.8

s Segunda Ley de Kirchhoff o Ley de las mallas: La suma algebraica de las fuerzas electromotrices

en un circuito cerrado es igual a la suma de las caidas de potencial R;I en cada elemento del

M N
d & => Rl (5.61)
k=1 i=1

la segunda ley de Kirchhoff corresponde al principio de conservacion de la energia, ya que la energia

circuito.

suministrada por unidad de tiempo en los generadores es igual a la disipada en el mismo tiempo
en las resistencias del circuito.
Esta ley se deduce de la ecuacién del circuito:

e:fﬂdl:/ (E+Enc)~d1+/ E-dl=1Ir+IR (5.62)
l generador conductor
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donde r es la resistencia interna de la bateria y R la resistencia total del circuito.
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